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1 整 函 数 和 亚 纯 函 数 


1.1 无 穷 乘积 
1.1.1 无 穷 乘 积 的 收敛 性 
设 ai.as、…、Q1、… 为 复数 序列 , 称 
Ta = aaa 1.1) 
为 无 穷 乘积 ,ai 称 为 第 ! 个 因子 。 取 


思 , 一 CIQ2 Qnr 


称 p, 为 部 分 乘积 。 命 w 不 为 零 ,者 limp， 存在 且 等 于 pCp 关 0), 则 


称 式 (1.1) 收 敛 于 z,z 称 为 无 穷 乘 积 的 值 , 记 作 p= IT a ;车 


ljimz 不 存在 或 p= 二 0, 则 称 式 (1. 1) 发 散 。 


也 可 以 用 s 语言 表述 无 穷 乘 积 的 收敛 性 。 式 (1.1) 收 全 于 p 是 
指 任 给 e>0, 存 在 正 整数 六 , 当 !>N 时 有 


£1 | <e 
因为 w= 六 , 若 无 穷 乘积 收敛, 则 当 人 co 时 ww 一 1 这 是 无 穷 乘积 


收敛 的 必要 条 件 ,但 非 充 分 条 件 。 
为 方便 讨论 ,一 般 将 无 穷 乘积 写成 如 下 形式 


[GQ+a) (1. 2) 
i=1 
式 (1.2) 收 敛 的 必要 条 件 为 a 一 0。 
”对 式 (1. 2) 与 其 相应 的 级 数 
> log(1 十 ai) (1 十 a 0) (1. 3) 


t=1 


进行 比较 ,其 中 每 一 项 选取 对 数 主 值 。 


定理 1.1 无 穷 乘 积 式 (1.2) 收 伍 的 充 要 条 件 为 无 穷 级 数 式 
(1.3) 收 敛 。 | 
证 明 :(1) 充分 性 。 令 
q» 二 s log (1 十 ai) 


1= 


推出 

pr—=e”™ 
由 于 式 (1. 3) 收 敛 , 即 9,>gq ,注意 到 指数 函数 的 连续 性 ,因此 如 ,一 
2C?。 


(2) 必要 性 。 令 
力 ,一 De 上 且 1 十 we 一 re (一 rTr<<O<r) 


于 是 
二 人 十 0 十 … 十 , Pr—rire rs 
而 无 穷 乘积 收 伍 ,这 样 p,、e* 都 趋 近 于 不 为 零 的 极限 。 设 
limp,=—R lime™~—e” (1. 4) 
所 以 任 给 e 汪 0, 必 存在 正 整数 NN, 当 mn 二 NN 时 
纹 一 9 二 24 十 ev (1. 5) 


式 中 |e | 二 e。 依 式 (1. 5) 
OO—=p— p12n(k ks 1) + (e,—€ 1) 
取 Ak 二 一 &-1、Ae 王 6 一 6-1, 则 Ak 为 整数 ,|Ae| 一 2e, 得 
0,=2A krx+Ae 
因 一 x<<0, 亿 x, 故 当 e 很 小 时 , 必 应 Ak 二 0, 也 就 是 当 n 充分 大 时 所 
有 &, 相等 ,&, 一 &, 且 - 


p=9|2kr 二 Te, 
又 
limg,=9+2k7 
即 Dlog(l a) = logR + i(gt 24r) 
n=1 
表明 上 式 等 号 左 端 收敛 。 
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如 果 无 穷 级 数 log (1+a) 绝 对 收 全 那么 称 无 穷 乘积 
沁 绝对 收 全 

定理 1. 2 无 穷 乘 积 I (1 十 a1) 绝对 收 全 的 充 要 条 件 为 无 穷 
级 数 2 绝对 收敛 。 


证 明 : 只 需 证 明 > log (1 十 w) 与 Da 同时 绝对 收敛 即 可 。 
因为 两 个 级 数 至 少 有 一 一 个 收 伍 ， 所 以 当 /一 co 时 or0。 这 样 存在 整 


数 N, 当 xz>>N 时 la:| 福 却 , 有 
log(1 十 co) 


1 


| 2 


|el<llog(l+a) |<3 ai| 
故 > log(1 十 a) 与 > a 同时 绝对 收 伍 。 
一 1 t=1 


1.1.2 函数 项 的 无 穷 乘积 

设 w 二 w(z), 今 考虑 函数 项 的 无 穷 乘积 

TT a+w) (1.6) 

式 中 必 .ws、… 为 定义 在 点 集 E 上 的 函数 。 取 

f(z) = [[ [1 十 wz)], 车 函数 序列 {f.(z)) 在 点 集 E 上 的 
任意 一 点 = 均 收 化 于 非 零 值 , 则 称 式 (1. 6) 在 上 上 一 致 收 信 。 

定理 1.3 车] (1 十 w) 满足 

ja | M4, (QU=1,2,°… ;ZEE) 


式 中 AM 与 z 无 关 , 且 MM 收 人 则 JITa+m 在 上- 一 致 收敛 。 
定理 1. 3 也 称 为 维尔 斯 特 拉 斯 判别 法 
证 明 : 命 如 . 一 TTa 十 MD , 广 (z) = Ta 十 ww) 。 因 为 


SM 收敛 ,由 定理 1. 2 知 T[ (1 上 MA) 也 收 化 ,所 以 当 n>oo 时 ， 
存在 极限 。 而 对 x>mm， 
广 (z) = 户 (Cz) TITG 十 ui(z)] 


i=m+1 


[fi f= fo | [C1 + —1| 
t=m+1 


<1oarmL ll a+M 1]=p pb 
由 于 {z,} 存 在 极限 ,利用 柯 西 准 则 ,对 任 给 s 六 0, 必 存在 和 ,使 当 
nm 时 
0<~p,— pune 
也 就 是 对 2”>m2 及 对 五 中 的 一 切 点 z, 均 有 
[f(z)— f(z)|<e 
故 {f,(z)) 在 EE 上 一 致 收敛 ,表明 式 (1. 6) 在 EE 上 一 致 收 但。 


定理 1.4 设 本 [1 十 ww(z)] 在 区 域 D 内 任意 一 个 有 界 闭 区 


域 上 一 致 收 伍 于 f(z), 且 每 一 个 wu(z) 在 D 内 解析 , 则 f(z) 在 DD 内 
解析 。 
【 例 1.1】 讨论 无 穷 乘 积 


2 


的 收敛 性 。 
解 :因为 去 D3 绝对 收敛 ,所 以 该 无 穷 乘积 绝对 收敛 。 


【 例 1. 2】 济 论 无 穷 采 各 
4 


的 收敛 性 。 
解 :因为 上 | >) 二 发 散 ,所 以 当 z 关 0 时 发 散 ,这 样 该 无 穷 乘 

积 非 绝对 收 伊 。 

1. 1.3 Poisson-Jensen 公式 


首先 给 出 全 纯 函 数 的 概念 。 函 数 /(z) 在 点 a。 上 全 纯 是 指 其 在 
点 4a 的 某 个 邻 域内 可 以 展开 成 关于 z 一 a 的 寡 级 数 ; 函 数 在 某 点 上 
的 全 纯 性 等 价 于 其 在 该 点 上 的 解析 性 。 如 果 一 个 函数 在 某 区 域内 
的 每 一 点 都 是 全 纯 的 ,那么 称 之 为 在 该 区 域 是 全 纯 的 。 

当 f(z) 在 整个 复 平面 上 除 可 能 有 极点 外 处 处 解析 时 称 f(z) 
为 亚 纯 函数 ; 当 f(z) 在 整个 复 平面 上 解析 时 称 f(z) 为 整 函 数 。 显 
然 整 函数 是 亚 纯 函 数 的 特例 。 整 函数 可 以 作为 多 项 式 的 推广 , 亚 
纯 函 数 可 以 作为 部 分 分 式 的 推广 。 有 理 函 数 属于 亚 纯 函 数 ,而 非 
有 理 函 数 称 为 超越 亚 纯 函 数 。 

在 讨论 整 函 数 与 亚 纯 函 数 时 经 常 应 用 Jensen 公式 、Poisson- 
Jensen 公式 ,尤其 是 在 亚 纯 函 数 中 Poisson-Jensen 公式 的 作用 更 
大 。 

定理 1.5 设 ./z) 在 圆 |z| 委 2 上 亚 纯 ,as、b, 分 别 为 f(z) 在 圆 
|z|<o 内 的 零点 和 极点 , 则 对 任意 值 z==re*(0 志 -二 p、0 才 9 二 27) 
有 


一 工作 全 一 六 
log | f(z)| = 支 | log |f (pe”™) | 0 — 2prcos(0— D+r zd9 
十 Dlog | 一 > = 2 
(1.7) 


而 加 一 1、2、… .39 一 1、2、… .7 
证 明 :(1) 设 jz) 在 |z| 委 o 上 无 零点 .极点 ,于 是 对 任意 取 定 
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的 一 个 点 zo 二 roe? ne 函数 
So 二 logf (z) 
在 |z| 委 2 上 全 纯 。 wi 


logf (zo) = | Pl) ogf(dt (1.8) 
和 Pl) : 


在 |81==p 上 ,车 记 $==pe*, 则 一 ipe*dp 且 
(p:—zZot) (EC—z0) = pe Lp’ —2procos (0—9) rs] 
这 样 由 式 (1. 2) 给 出 


logf(z,) 一 去 | 5 Cn jlogf (pe*)dy 
8/ Yo Pp: — 2procos(O OO— DPD? 
在 上 式 等 号 两 边 取 实 部 ,有 
log|f(z0)| = 去 | 元 C7 log|f Cpe”) ld 
og|f (zs Porcost — p Frie /ee 


注意 到 点 zo 的 任意 性 ,表明 式 (1.7) 成 立 , 称 式 (1.7) 为 Poisson- | 
Jensen 公式 。 
(2) 如 果 仅 仅 假设 f(z) 在 |z| 二 p 内 无 零点 .极点 ,但 在 |z|= 
p 上 可 能 存在 有 限 个 零点 .极点 ,那么 仍 可 以 证 明 式 (1.7) 成 立 。 事 
实 上 ,此 时 式 (1. 8) 中 的 被 积 函 数 仅 具 有 对 数 奇 性 ,因而 积分 仍 有 
意义 。 在 每 个 零点 和 极点 处 ,只 需 对 积分 线 圆 周 |81==。 作 改 动 并 
通过 极限 过 程 就 可 证 明 式 (1. 8) 成 立 , 进 而 式 (1.7) 也 成 立 。 
(3) 今 考 虑 一 般 情 况 , 令 
TI plz — b,) 
z 


2 
— b, 
yz) = f(z) 2 (1. 9) 


一 1 


所 以 y(z) 在 |z| 二 p 内 全 纯 又 无 零点 。 对 %(z) 应 用 式 (1.7), 当 :一 
poe?、|al<l 时 ， 


plE—a) 
pa 


Pe”*—a 
p—ae?| | 


Pp—ae ?9 
Pp—ae” 


于 是 
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I | ES log|f (pe™) ldg 
og |%(z) | 一 2rjJo。 Pp 一 207rcos(O 一 六 十 和 A 


再 利用 式 (1. 9), 即 得 式 (1. 7)。 
当 (0) 关 0、co 时 ,车 式 (1.7) 中 取 z= 二 0, 则 


2 os _L Sog _£ 
Iog1/C0)| = logl /fcpe® ldp — 24108 Tast + 名 pg 16l 
(1. 10) 


式 (1. 10) 称 为 Jensen 公式 。 
1.2 整 函数 


1.2.1 整 函数 的 级 与 型 
由 整 隐 数 f(z) 的 定义 知 ,f(z) 可 用 窒 级 数 表 示 


zc) 一 ao 十 aiz 十 azgz2 十 十 Coz2 (1. 11) 
利用 柯 西 公式 
lim Yla;,|=0 (1. 12) 


首先 在 无 穷 远 点 处 整 函 数 可 能 是 解析 的 ,这 样 /(z) 为 一 个 常 
数 ; 其 次 无 穷 远 点 可 能 是 /之 1 重 的 极点 ,这 样 f(z) 为 /次 多 项 式 ; 
最 后 无 穷 远 点 可 能 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ,这 时 的 f(z) 称 为 超越 整 函 
数 , 如 指数 函数 、 三 角 函 数 等 。 
对 于 超越 整 函 数 , 其 最 大 模 
M(r)—max|f(z)| 


是 此 类 函数 最 重要 的 特征 。 因 ” 为 增 函 数 , 依 刘 维 尔 定理 知 它 满足 


limM(r)=00 (1. 13) 
就 超越 整 函 数 而 言 ,M(r) 比 > 的 任何 固定 次 军 增 长 得 更 快 。 另外 ， 
lim A oo (1. 14) 


是 正确 的 。 事 实 上 , 若 设 


. logM(r)_ 一 
lim iogr 一 人 


则 对 有 限 数 jw 这 4, 存在 趋 近 于 无 穷 大 的 序列 {r,} ,使 对 每 一 个 盖 
下 式 成 立 ， 
logM(r)<Apologr。 


或 
M(r,) ri 
于 是 利用 柯 西 不 等 式 , 式 (1.11) 的 系数 满足 
Ia < pm 


因为 此 处 x, 可 取 任 意 大 值 ,所 以 对 所 有 /之 jw 这 4, 泰勒 级 数 的 
系数 a 全 为 零 , 结 果 f/(z) 为 多 项 式 , 其 次 数 不 高 于 px 的 最 大 整数 部 
分 ( 即 [xj)。 

今 用 指数 函数 估计 超越 整 函数 的 增长 。 若 存在 />0 使 对 一 切 
充分 大 的 ~, 不 等 式 

M(r)<exp(r’) (1.15) 
正确 , 则 /z) 称 为 有 限 级 整 函数 。 反 之 ,对 Am>0 恒 有 适当 的 ~ 使 
M(r)>>exp (7) , 则 f(z) 称 为 无 穷 级 整 函数 。 

【 例 1.3】 exp(z) 为 有 限 级 整 函 数 ,exp[exp(z)j] 为 无 穷 级 整 
郴 数 。 

对 有 限 级 整 函数 ,考虑 六 的 下 确 界 ; 对 这 些 4, 从 充分 大 的 7 二 
r(j 开 始 式 (1.15) 成 立 , 该 下 确 界 称 为 整 函数 的 级 ,也 就 是 增长 的 
级 ,并 以 表示， 


2 一 infw 之 0 
对 无 穷 级 整 函数 , 令 p 二 oo, 依 定义 ,对 se 二 0, 不 等 式 
M(r)<exp rt’) (1. 16) 
也 正确 。 另 一 方面 ,存在 rm、 … 满 足 
M(r,)>exp(rs “) (1.17) 


从 式 (1.16)、 式 (1.17) 可 推出 
log logM cr) 


logr ote 


对 适当 值 7， 
log logM(r,) 
logr, 


>p—é 


有 
pm oe Ee 
式 (1.18) 可 作为 整 函数 级 的 定义 。 
若 fx) 具 有 有 限 级 2 且 存 在 天 盖 0, 使 
M(r)<exp(Kr’) (1. 19) 
则 称 Az) 为 有 限 型 整 函数 。 反 之 ,对 玉 盖 0, 恒 存在 适当 值 > 使 
M(r)>exp( 开 7) ,这 样 p 级 整 函数 称 为 最 大 型 (或 无 穷 型 ) 整 函数 。 
对 所 有 充分 大 的 7 , 式 (1.19) 均 成 立 的 K 的 下 确 称 为 整 函数 的 
型 。 并 以 o 表示 ， 


(1.18) 


0 一 inf 天 之 0 
在 有 限 型 整 函 数 中 将 区 分 有 限 型 整 淆 数 (o 汪 0) 和 最 小 型 整 隐 数 
(ac 一 0) 。 对 最 大 型 整 函数 (c=co) ,根据 定义 ,对 s>0， 


M(r)<exp[ (oe)re] (1. 20) 
也 正确 。 另 一 方面 ,存在 mm rr、… 满 足 
M(r)>exp[L (o—e)re] (1. 21) 
从 式 (1. 20)、 式 (1. 21) 推 出 
logM() |e 
7 
对 适当 值 ~ 
LeMG) 
rr 
因此 
sim (1. 22) 


式 (1. 22) 可 作为 整 函数 型 的 定义 。 
【 例 1.4】 e 为 级 p= 二 1 和 型 c 一 1 的 整 函 数 。 
现 以 式 (1.11) 的 系数 表达 整 函 数 的 级 .型 。 设 f(z) 为 有 限 级 
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整 贤 数 , 于 是 

M(r)<exp(Kr’) (1. 23) 
这 时 pp2; 但 对 于 po 级 和 o 型 的 整 函数 ,ww 一 2. 玉 > 因而 利用 朝 级 
数 系数 的 柯 西 不 等 式 , 得 


ja < xp (Kr) 
令 N= 二 NC(K,j), 当 nN 时 

ll<| | (1. 24) 
式 (1. 24) 为 式 (1.23) 的 推论 。 注 意 到 当 nco 时 Ya,| 一 0, 有 


一 co。 再 由 式 (1. 23) ,得 


1 
log 
Yla,l 


we 
log —L— 
Vla,| Yl|a,| 


4> (1. 25) 


log 


Van| 


im os” (1. 26) 


lim——— =a (1. 27) 
Yasl 
也 是 有 限 的 且 不 超过 p。 进 一 步 假定 f(z) 为 有 限 型 o 的 整 阔 数 , 在 
式 (1.23) 中 命 x 二 Pp, 并 能 取 任 何 大 于 o 的 数 作 为 天 ,由 此 从 式 
(1. 24) 导 出 
10 


ny 强人 [<(Ceo 开 )7 
得 
lm? Yar[< (epK)? 
由 于 可 取 任 何 大 于 o 的 值 蔡 代 天 ,因此 


(epo) ?>limnt Va,| (1. 28) 
对 级 p、 型 o 的 整 函 数 ， 
fmn; via|=B (1. 29) 


n—oo 


也 是 有 限 的 并 不 超过 (epc)* 。 可 以 证 明 式 (1. 24)、 式 (1. 28) 中 的 不 
等 号 不 成 立 ,这 样 恒 有 

a=p B= (epo)s 
今 估计 MM(r)。 按 


M(r) = max|f(z)| = 一 max | 2 


co 
z"|< 2 larlr 
3 一 0 
nolr) 


= > I 十 >) as lr 


n=no(r)+1 


式 中 no(r)= 二 2*eyxKr*>N 一 N(K,1)。 另 ， 


no(r) oo nolr) 


MOalr+ > 去 < le | 普 十 1 


n=0 n=no(r)+1 
nolr) N notr) 
>) as| 普 一 Der + 2) Jalr’ < |a,| 十 
于 一 0 n= 人 0 n=N+1 n=0 


[nolr)— NJ max |ar lr 
其 中 有 一 N 二 1, nolr7)。 又 max |a,|r 志 max |a,|r” ,当主 
N+1l<neno(r) N+1i&n 
N 十 1 时 式 (1. 24) 成 立 。 故 


max |a;|r" max 
六 二 1 和 rsap(m) N+1l&n n 


对 max “rm 在 n 二 JKr 处 达到 ,为 exp (Kr*), 于 是 


in 


exk 
Z 


了 了 


max ，， la 六 <exp(Kr) ,并 有 


NT+IL<ns<mCr 
N N 
M(r) < dal [nolr) — Njexp Kr) <r Da,| 
天 一 人 n=0 
+ (2*euKr’ — N)exp(Kr’) 


N 


= [2*exKr*— N+ rvexp(— Kr’) >， |a, | Jexp CKr’) 
对 s>0, 当 -~ 充分 大 时 有 
M(r)<expL (K+e)r’] (1. 30) 
这 表明 从 式 (1. 24) 出 发 ,推出 了 函数 的 最 大 模 应 满足 的 式 (1. 30)。 
设 式 (1.11) 的 系数 使 式 (1. 27) 的 a 成 为 有 限 值 ,于 是 对 yj>>a， 
当 n 之 no (1) 时 


1 
ogn < 


1 
log 
Vla, | 


la [= 二 “ 
由 式 (1. 30) 推 知 , jz) 的 最 大 模 满 足 


Mr) <exp| | te 


则 f(z) 的 级 为 p 且 不 超过 x。 又 因为 p 表示 大 于 a 的 数 ,所 以 
Pa 


结合 式 (1. 26) ,导出 


(1. 31) 


Yla, | 
这 样 整 漳 数 的 级 可 通过 帘 级 数 的 系数 表示 。 
现 假定 究 级 数 的 系数 不 但 使 a 为 有 限 值 而 且 使 式 (1. 29) 也 是 


有 限 值 ,以 (epoco)y 表 示 B, 取 wm 一生, 则 对 天 >o, 当 >m(K) 时 


nV la,| < (epk)} 
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或 
ja .< 经 | 


并 可 推出 和 M(r) 有 关 并 类 似 于 式 (1. 30) 的 不 等 式 
| M(r)<exp[L (K+e)r’] 
注意 到 f(z) 为 p 级 ,从 此 不 等 式 知 f(z) 的 型 o 为 有 限 值 , 且 
o<K 
而 K 为 大 于 co 的 数 , 有 
应 
ep 


goo = 
结合 式 (1. 28) ,导出 
Coep)+ =B=Imns Yarl (1. 32) 
这 样 整 函数 的 型 可 通过 震级 数 的 系数 表示 。 
如 果 对 整 函数 Fz) 仅 设 定 
Hmm Was|=B (1. 33) 
为 有 限 值 ,这 时 /> 0; 既 未 设 它 是 整 函数 的 级 也 未 设 f(z) 为 有 限 
级 整 函数 ,那么 据 此 得 出 ;7(z) 或 是 级 为 人 ,型 为 多 的 整 函数 ,或 是 


级 为 4 的 整 函数 。 
事实 上 ,由 所 作假 定 知 , 对 Bo>8, 有 不 等 式 

nx Vas| <B, 
或 

al<| 站 | 
由 此 推出 Mr) 满足 的 不 等 式 

MG) <exp| | Be sj 一 | 

这 样 /xz) 的 级 0 不 超过 A。 荐 0 网 从 式 下 33) 知 ,f(z) 的 型 为 
pB’ 
ey” 
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对 指数 型 超越 整 函 数 可 用 下 式 
Jimn Yla,|=B<o0 


定义 ,就 是 说 相应 的 函数 为 一 级 、 型 一 上 。 命 4, 一 | se | ,这 样 得 
到 级 为 p、 型 为 的 整 函数 
f(z) = 5 


至 于 零 级 函数 ,如 式 (1. 31) 所 示 , 其 满足 
logn 


epo 
n 


于 
?on 


epo 
n 


lim 一 0 


"log 


Vla, | 
因而 当 为 任何 趋 近 于 零 的 正 数 序列 时 ,只 需 


|ar | =n 5 


【 例 1.5】 f(z) 一 》) -所 ;(6 > 0) 为 零 级 函数 。 
n n 


今 在 la.| 上 增加 条 件 


即 取 


式 中 ww 为 趋 近 于 零 的 正 数 序列 ,并 满足 
lim Wa] =lim =0 
或 


lima,logn=0 


【 例 1.6】 令 < 一 [DC0<6<1), 则 无 穷 级 函数 为 


bad 
f(z) = > exp[ndogn)’ | 
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1.2.2 整 函数 的 无 穷 乘积 展开 


一 个 超越 整 函数 F(z) 或 无 零点 .或 有 若干 个 零点 .或 有 无 穷 
多 个 零点 。 对 第 一 种 情况 ， 
大 (z) 一 exp[Lg(Cz)] 
对 第 二 种 情况 ， 
f(z)= 82) 2—z2) (zz 一 zm)oexpLg(z) 
其 中 g(z) 为 整 函数 ,zi、zs、…、zm 为 F(z) 的 互 不 相同 的 零点 ,az、 
为 零点 的 重复 数 。 
对 第 三 种 情况 , 命 z==0 为 f(z) 的 入 重 零 点 ;在 fA(0) 关 0 处 4= 
0。 因为 f(z) 在 |z| 二 R 二 % 内 只 有 有 限 个 零点 ,所 以 其 可 依 模 数 不 
减 的 顺序 编号 , 当 编 号 时 使 重 根 复 写 的 次 数 及 此 根 的 重复 数 相 等 ， 
于 是 得 到 序列 
O00 Oa Oa (1. 34) 
这 时 |e| 专 |en| 且 lim|o | 一 o0。 
维尔 斯 特 拉 斯 定理 ”对 于 式 (1. 34), 若 它 是 按照 模 数 不 减 的 
顺序 排列 且 趋 近 于 eo, 则 恒 存 在 整 函 数 f(z), 其 零点 和 该 序列 中 
的 数 相 同 。 
证 明 :构造 一 个 整 函数 的 序列 
ga(2) = "JI (1 一 和 一 一 
式 中 Pi(z) 为 多 项 式 。 交 证 明 , 经 过 矣 当选 择 Pi(2)， 该 序列 在 每 一 
个 有 限 半径 的 圆 |z| 二 R 内 一 致 收敛 的 函数 f(z) 满足 定理 中 的 一 
切 条 件 。 显 然 g,(z) 以 
O00 OQ a 
为 零点 ,这 些 点 就 是 式 (1. 34) 内 前 若干 项 ,此 处 所 指 的 每 一 个 数 出 
现 的 次 数 同 它 在 式 (1. 34) 内 出 现 的 次 数 相同 。 一 般 而 言 ,g,(z) 具 
有 指定 重复 数 的 重 根 .expLP,(z)] 类 型 的 因子 不 增加 新 的 零点 , 仅 
确保 式 (1. 35) 一 致 收敛 。 
现 构造 P,(z)。 任 意 固定 一 个 圆 |z| 二 R, 并 设 No 一 N(R) 十 1 
15 


~ J expLPiCz)] (1. 35) 


表示 这 样 一 个 数 , 当 n 宇 N(R) 十 1 时 所 有 点 w 均 在 半径 为 此 圆 两 
倍 的 同心 圆 外 ， 


| |>2R (n>N(R)) (1. 36) 
go) gum | | 1 一 去 exp[LP,(z)] 
一 之 
=guw (2)exp | > [1og 1 一 二 | +PiG) || 


二 No 


车 |z| 二 R, 则 由 式 (1.36) 知 当 L 必 N(R) 时 


1 
< 了 7。 而 


之 
Qr 


log 


之 
1 ” |=Iog 


1 一 之 J+2mmi=— 2rmi 
Q 


ZzZ 2? z! 
| 古寺 太 二 | 


取 普 一 0, 就 得 到 自然 对 数 的 主 值 ,这 对 结果 没有 影响 。 这 样 的 
Pi(z) 和 log 1 一 主 | 的 宕 级 数 的 前 ! 项 只 差 一 个 符号 ， 


今 


Pi(z) 一 一 十 (=1.2、) 
i 


mm*** 
2 o Lal 


推出 


i+1 


C+1)at! 


log 


之 
1 一 过 | 十 Pi(z) = 
据 此 


it+l1 1 十 2 


7 十 2 


_1 
2 


之 
a 


log < 


1 一 二 | 十 Pa) 
Q 


1 
三 二 1 


Qi 


1 
一 tart 
故 对 于 这 样 的 已 (=), 级 数 


oo 


> [1og 


l= N, 


在 |z| 委 R 内 一 致 收敛 ,结果 在 贺 内 表示 一 个 解析 函数 ga(z)。 序列 


gn (2) 一 NR) Ce)exp| >») | iog 


也 在 |z| 过 R 内 一 致 收敛 ; 它 在 圆 内 表示 解析 应 数 /(z)， 
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之 
1 一 三 | 十 Pi(z) | 


rm] 


f(z)=gwnr (Cz)expLop(z)] 

注意 上 述 的 圆 半 径 尺 是 任意 的 。 若 依 所 述 方法 选择 多 项 式 序 
列 {Pi(z)}), 则 {Pi(z)} 在 任何 以 原点 为 中 心 的 圆 内 一 致 收敛 ,因而 
f(z) 一 limg,(z) 在 整个 平面 上 解析 ， 即 为 一 个 整 函 数 。 在 |z| 二 R 
内 f(z) 一 gncr (z)exp[qr (zx)j 且 expLqr(z)j] 取 0, 表 明 f(z)、 
gn (z) 在 圆 内 的 零点 相同 。 | 

因为 多 项 式 gw (z) 的 零点 为 式 (1.34) 中 落 在 |z| 委 2R 内 的 
那些 零点 ,所 以 式 (1. 34) 中 落 在 |z| 过 R 内 的 一 切 点 且 仅 有 这 些 点 
为 f(z) 在 此 圆 内 的 零点 。 至 此 ,f(z) 满 足 定理 的 一 切 条 件 。 

利用 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 


f(z) = limz* ||[ | 1 
no =1 


或 


fw) = #1 2 
l=1 4 
定理 1.6 每 一 个 以 

0.0、…、0O、ai、Qaaz、 Qn 


为 零点 的 整 函 数 fz) 可 以 表示 成 


f(z) = “li < exp 2 十 加 十 … 省 名 |exp[g (2)] 
(1. 37) 
式 中 g&(z) 是 整 栖 数 。 
证 明 :由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 , 整 函数 
下 之 之 z? 
Pz) 一 > Il a | xp a + 2+ +g 
它 以 Fe) 的 一 切 零 点 且 仅 以 这 些 零点 为 零点 ,于 是 刀 2 可 表示 一 
个 无 零点 的 整 函 数 , 得 
从 于 一 exp[e(z)] 
这 里 g(z) 为 整 函数 。 


式 (1. 37) 也 可 改 成 如 下 形式 
f(s) =wexp[e(e)] Tl (1 一 主 jexp[ 主 + 雪 ( 王 ) ++ 二 [二 六] 


(1. 38) 
其 中 4 为 z = 0 的 重 数 ,zi、zs、…、z4 为 f(z) 的 零点 ,Li1L、… ,为 
正 整 数 ; 式 (1. 38) 也 可 称 作 维尔 斯 特 拉 斯 的 整 函数 分 解 。 
【 例 1.7】 求 一 个 整 函数 并 且 仅 以 0、 一 1 一 2、…、 一 7 为 
其 一 级 零点 。 


解 :利用 式 (1. 38), 因 为 2 十 收 伍 , 而 1 一 1. 一 一 4 一 
2 一 一 4 一 1; 所 以 
fe =zexp[Lg(e)] 1[ [1+ 宇 jexp[ -三 | 
取 g(z) 一 7z,7 为 欧 拉 常数 , 即 


7=lim| >) 天 一 logn 


noo\ £1 


于 是 f(z) = zexp(z)T[|1 十 三 exp 一 三 | 
n=] 
. “1 n z 
=lim| eXp| > 了 一 lo [1 过 
lim|exp[s| 好 计 logn] ]1 [1+ 


[ee 一 安吉 ] 


一 1 (一 slogx) 工 [1+ 和 部 
lim | zexp zlogn 1 十 到 | 


定义 
1 
i n*n! 
Do) lm tI Toh) 
称 之 为 荆 函数 。 但 


(n—1)! nt! 
Tet DT mT teTn) 


18 


71272 ! 


一 zlimzCzTTCET2TCE 二 人 一 2) 
(1. 40) 
有 T(z+1)=zT(z) 
置 (1)= 二 1, 如 x 为 正 整 数 ， 
有 (2 十 1) 一 71! 


【 例 1.8】 将 sinz 展 成 无 穷 乘 积 。 
解 :显然 sinz 的 零点 为 = 一 ar(z 为 整数 ) ,按照 模 大 小 排列 ,0、 


Zi 二 NO— R22R O21 NN Ns 因为 


bid t+l 

2 去 当 ? 一 1 时 收敛 ,所 以 

n=1 

sinz 一 zexp[Lg(z)] [T | 1 一 过 exp| 一 加 
n=1 n 加 
co 2 
一 zexp[g (2)]II | 1 一 元 二 (1. 41) 

一 】 


为 了 得 到 整 函数 g(z), 取 zo 作 sinz 的 非 零点 ,在 zo 的 半径 充 
分 小 的 邻 域 U (zo) 内 ,log (sinz) 的 单 值 分 支 log (sinz) 解 析 ; 同 理 


logz .log 一 二] 也 解析 ,推出 


d 。 d . 2 
FLloglsinz)] = 下 sg(z) 十 二 十 2 全 


表明 在 邻 域 U(z) 内 中 g(z) 一 0, 即 g(z) 二 C( 常 数 ), 有 


2 
sinz = Cz]T|1 一 就 


其 一 1 


而 


当 z-~>0 时 C= 二 1, 故 
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sinz 一 = 工 | 1 一 总 (1. 42) 
1.3 亚 纯 函数 


1.3.1 亚 纯 函数 的 分 解 定理 


设 有 理 函 数 /(z) 的 极点 为 z1、zs、…*、zs, 而 z= 二 co 也 是 可 能 的 极 
点 , 则 f(z) 可 表达 成 部 分 分 式 


f(z) = > c| 于- |+ PC) (1. 43) 
式 中 G,| =| .P(<) 分 别 为 汪 一 .x 的 多 项 式 ,它们 为 /(z) 在 = 一 


zs 及 z 一 co 的 邻 域内 罗 朗 展开 式 的 奇异 部 分 。 
今 考虑 有 无 穷 多 个 极点 的 亚 纯 函 数 /z) ,这 时 无 穷 远 点 为 这 
些 极点 唯一 的 极限 点 。 把 这 些 极点 按 其 模 从 小 到 大 的 顺序 排列 =,、 


zzoy 且 limzo 一 co。 设 C， 一 - | 为 Fe) 在 z=z= 邻 域内 罗 朗 


展开 式 的 奇异 部 分 ,为 使 f(z) 具 有 如 下 形式 
f(z) = > ! 


|+ con) (1. 44) 


之 一 2 
式 中 C(z) 为 整 函 数 。 接 下 来 讨论 亚 纯 函 数 的 部 分 分 式 分 解 定理 。 
定理 1.7 设 f(z) 为 亚 纯 函数 ,z, 二 0,zi、zs、… 为 极点 , 若 


二 | 为 Ge) 在 = 一 mm(n 一 0,1,2,…) 邻 域内 罗 朗 展开 式 的 奇 


蜡 部 分 , 则 
f(z) = G(z) + Go 


G, 


1 


ZO 之。 


十 > [c， 


1 
之 nA 二 1 


+P.Ge) | 


(1. 45) 
这 里 G(z) 为 整 函 数 ,{P,(z)} 为 多 项 式 序列 。 


证 明 , 情 况 人 ,如果 > )G,| = 二 | 在 以 原点 为 圆心 并 以 任何 正 


数 R 为 半径 的 圆 C:|z|<R 内 除 掉 在 闭 圆 C 内 的 m 个 极点 相应 的 项 
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外 ,那么 习 G| 二 二 | 在 C 内 - 致 k 儿 ,此 时 | 5 表 
示 在 |z| 二 R 内 的 亚 纯 函 数 ,并 以 ea、zi zz\…' zo 为 极点 .由 于 尺 任 
意 大 , 因 而 2c|: J 了 | 以 za ze, 为 极点 且 以 G,| 5 为 
奇异 部 分 的 亚 纯 函数 。 令 

GW = /1m — De 


(1. 46) 


"OOo 


依 假定 f(z) 和 2G.| 
表明 G(z) 为 整 函 数 , 得 
f(z) = G(z) 十 > 


二 | 有 相同 的 极点 及 相同 的 奇异 部 分 ， 


之 


情况 @, 若 >o|; RS 
外 ) 不 一 致 收敛 ,对 每 一 个 G,| -二 二 | 在 == 0 的 邻 域内 展 成 等 级 数 
| 一 CC 所 十 CD 十 Cgs 十 … (1. 47) 


则 式 (1.47) 在 1z| 过 |z,| 内 收敛 ,从 而 在 圆 |z| 过 J 雪 [内 绝对 并 一 


致 收敛 于 G,| 二 , 取 正 整数 序列 {e } 使 ye 收 剑 , 故 对 每 一 个 
存在 一 ee 
巴 Zz - Dap]< 
命 
P,(z) = agoze 
p=0 
有 
1 1 P,(z) (1. 48) 
之 一 之 
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设 R 为 任意 大 的 正 数 , 当 充分 大 (>>z) 时 -<R, 且 当 x> 
mn 时 式 (1. 48) 在 |z| 二 R 内 成 立 。 因 为 > 收敛 ,所 以 

Cr。 
> 


在 |z| 二 R 内 绝对 又 一 致 收敛 于 一 个 全 纯 函 数 f,(z)。 而 


f(z) = cl| 下 二 > [c| 寺 二 | 一 Po] 


] 


之 一 之， 


}- PCz) | (1.49) 


为 亚 纯 函 数 并 以 zz zz、 \zo 为 极点 , 且 以 G| = 二 | 为 各 级 点 
所 属 的 奇异 部 分 ,这 样 
fi(z) + fz) = Go 二 | 十 > [c| 二 二 | 一 Po] 
(1. 50) 


在 |z|<R 内 为 亚 纯 函 数 ,与 /1(z) 在 |z| 二 R 内 有 相同 的 极点 及 其 
所 属 的 奇异 部 分 。 
由 于 R 可 以 任意 大 ,因而 式 (1. 50) 表 示 亚 纯 函数 , 它 的 极点 为 
zx、… ,相应 的 奇异 部 分 为 G,| 2 二] (一 0,1,2,…)。 再 依 
假设 ,f(z) 与 f(z) 十 f;(z) 相 差 一 个 整 函 数 G(z), 故 有 
SS 1 
去 | 十 >lc. 过 二 一 PC 


”在 定理 1.7 中 车 f(z) 的 极点 均 为 简单 极点 , 且 设 极点 的 留 数 
为 aosw az，|ao| 魏 4, 这 时 7 大 zx) 关于 极点 的 奇异 部 分 为 


f(z) = G(z)+ Go 


;1 fz) 
C， ZZ) ZO—z a | 冯 十 总 二 十 总 之 一 之 之 | 
置 
1 | 之 z" 1 
Pi(z)=—a 站 十 总 + 十 全 | 
导出 


a, | 
|z 一 z。 


a) -Pe (1. 51) 
包 一 之 


| 


|z,| 


当 适当 大 时 |z,| 之 1, 当 |z| 二 ~z 时 有 
1 


一 之 。 


ls 一 已 ,(z) 
之 


= 准 | 寺 <cl 当 ) (1. 52) 
|z, | 2 


注意 到 》) 去 收敛 ,得 到 


nl 
1 十 土 十 各 十 下 十 和 
Zn Zh 22 2 


之 一 


f(z) 一 GCCz) 十 到 十 > | 
(1. 53) 
尤其 是 若 有 正 整 数 /使 > ET 收敛 , 则 


{ 一 1 
二 一 十 工 十 三 十 … 十 三 六 
之 Zn Zn Zn Zn 


f(z) 一 GGz) + 人 e+ Da 
n=1 


(1. 54) 

因为 分 解 的 不 唯一 性 ,所 以 定理 1.7 存在 缺陷 。 亚 纯 函 数 一 方 
面 可 以 表示 成 部 分 分 式 , 另 一 方面 也 可 表示 成 两 个 整 函数 的 商 。 

定理 1.8 f(z) 为 亚 纯 函 数 的 充 要 条 件 是 其 可 以 表达 成 两 个 
整 函数 的 商 。 

证 明 : 必 要 性 ,不 考虑 f(z) 的 极点 个 数 , 均 可 构造 一 个 整 函 数 
G(z) 使 之 零点 及 所 属 的 级 与 了 (zx) 的 极点 及 所 属 的 级 相同 。 命 

F(z)= f(z)G(z) 
则 五 (z) 为 整 函 数 ,推出 
F(z) 


f(z) = Gr) 
充分 性 ,车 G(z)、F(z) 为 整 函 数 , 且 有 


_F(z) 
tere 


则 f(z) 在 开 面 上 除 G(z) 的 零点 之 外 为 解析 ,而 且 只 在 G(z) 零 点 处 
f(z) 才 可 能 有 极点 ,于 是 f(z) 为 亚 纯 函数 。 
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1.3.2 特征 函数 


今 以 

nl(r,f) 当 a 一 ce 时 

,| 当 a 关 co 时 

表示 方程 f(z) = 二 a 在 圆 |z | 二 r (0 二 r 声 Pp) 内 根 的 个 数 ; 以 xz(0,a) 一 
n(0,f) 当 a 一 ce 时 


0,7| 当 a 关 2 时 
表示 方程 f(z) 二 a 在 原点 z= 二 0 处 的 根 的 个 数 ,并 置 
N(r,a) = N(r,f = a) : 


n 


nn 


n 


r= 


NOG,f) = [ nlt,a) Td 十 
| n(0,a)logr 当 a = co 时 
加 1 _ [nlt,a)— n(0,a) 
N ,Fa | 2 dt 十 
n(0,a)logr 当 a 关 co 时 
于 是 
1 到 = La _ p ' 站 
之 og [a ， log dn(t,0) = n(t,0)log 二 | ， | 一 dt 
p 
= | dr = N(p,0) (1. 55) 
7 p 
> log -+f =| 2 50) gs ~ No,co) (1. 56) 
气 12 0 
定义 
lop+ (eC™ (z 之 1) 
zx 二 
8 0 (0<z<1) 


当 x 之 0 时 logzx 二 log 1 x 一 log I 


少 


m(r,a) =—=m(r,f = a) 


2n 
m(r,f) = 去 | log+ |f(re*)|d0 (a = co) 
TJ0 


m 


,| 一 去 | log* 1 yg (a 00) 
f—a 2rJ。 [f(re*)—al 
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则 
2r 
去 | loglf (pe”) dp 


加 | “log* |f Cpe”) dy — 去 | log* dy 
2rJ。 2rJ。 |f (pe™)| 
= m(p,0) — m(p,0) (1. 57) 
从 式 (1 55)、 式 (1. 56)、 式 (1.57) 及 式 (1.10) 给 出 


1 “logt+t ee nlt, seed 


2 


cc 0) 
= 去 六 eg Te dg 十 | HPdr + loglf(0)| 0.58) 


poo Npso0) m0, NCD) Flog | fC0)| 
(1. 59) 
当 f(0)= 二 0、co 时 设 f(z) 在 z==0 点 的 邻 域内 的 罗 朗 展开 式 为 
f(z)=cz' esrz™t!t (c, 天 0) 
取 fo(z) 二 zf(z), 所 以 fo(z) 在 |z| 三 p 上 亚 纯 , 且 f,(0)==c,, 并 有 


1 fzx | ] far i 
去 | loglfo(per ldp= 去 | loglf (pe™) lay — slogp 


s=n(0,0) 一 2(0,co) 
对 foCz) 利 用 式 (1. 58) ,推出 


1 2r 十 | | 
去 | leg- fCper) ldp+ | 


?0,00) gs Fn(0,o0)logp 


1 fa 1 『 ea 0) 
一 一 ] + >- ， 
于 | 8 TFepew1 ?+ - dt 十 ma(0,0)logp 


二 logle,| 
m(p,°0) + NCP,50) = m(p,0) 十 No,0) + logle,| (1. 60) 
式 (1. 60) 称 为 Jensen-Nevanlinna 人 公式。 下面 讨论 特征 函数 。 
设 f(z) 是 在 圆 |z| 二 RC(0 过 R 志 十 oo) 内 一 个 不 恒 为 零 的 亚 纯 
函数 ,在 式 (1. 59) 中 变 p 为 r-(0<r<<R)， 


TC, =m TENG,A (1. 61) 
结果 式 (1.59)、 式 (1. 60) 可 改 为 
T(r,f)=T | +log|f(0)| (1. 62) 
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1 


T(r,f)=T -于 | +logle.| (1. 63) 


称 T(r, 放 为 f(z) 的 特征 旺 数 。 
特征 函数 T(r,f) 有 两 个 重要 性 质 。 根 据 式 (1. 10), 对 任意 一 

个 复数 a 有 

去 | ios la — er1d6 = | 


2TJo 


log|al| 当 la| 宇 1 时 
0 当 lza| < 1 时 
即 


去 | log le 一 eeldg = log+r la| (1. 64) 


27Jo 
先 命 f(o) 关 0, 当 (0) 关 e*? 时 f(z) 一 es(0 志 9 之 27), 应 用 式 
(1. 57)、 式 (1. 58), 得 


1 f* ipY _ vib 
去 |。 log|f (re”*) 一 e*|dy 


=N "Fn 一 Ner,P loglf(0) 一 om 
而 rE (0,R) ,对 固定 的 +， 
1 27n 1 2x jg ” 
去 | db 支 | log| f(re”) — eoldp 
一 支 | 7 7 二 NOG, + 去 | log1fC0) — eldb 
2 0 ?了 一 el ? 2rJo 


使 用 式 (1. 62) 、 式 (1. 64), 有 
2r 1 
Tlr,f) = 支 | N 六 7 二 4 十 log+ |f(0)| (1.65) 


称 式 (1. 65) 为 Cartan 恒等式 。 
再 设 Fo0) 王 co, 且 设 c, 为 f(z) 在 z= 二 0 点 邻 域 内 展开 式 中 的 首 
项 非 零 系数 ,将 式 (1.57)、 式 (1. 60) 应 用 于 f(z) 一 e*, 导 出 


1 机 i i 一 
去 | log|f(re”) esldp=N 


7 二 | 一 NO 十 log]c,| 


一 工人 1 
T'(r,f) = 去 | ,Fn)d0 + logle,! (1. 66) 


当 0 固定 时 NN(r,e”) 为 7 的 非 减 函数 ;根据 式 (1. 65)、 式 (1. 66), 判 
定 T(r, 放 为 7 的 非 减 函数 ,有 
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dT 门 ) 一 云 | nr ez2)d0 
dlogr ~ 27Jo ? 


进一步 判定 可 知人 (7,/) 为 logr 的 凸 函 数 。 
另 设 ai.as、….as 为 个 复数 , 则 
p p 

log* | Ta|< >ylog* lol 


p p 
log+ DAE< > log+ |w | 十 logp 
4 一 1 1=1 
对 |z| 二 R 内 的 pp 个 亚 纯 明 数 人 (z)、fz(z)、…、f(z), 有 


p p 
ar, 2)f) < mr 十 logp 


i=1 =1 


"17 去 Pmt 
式 中 rE (0,R)。 另 外 , 当 f(0)== wl 2,…,P) 时 
2 


故 从 式 (1. 61) 知 
T(r, DF) < TG,f) +logp 


p 
T(", 1A < Pre 
当 尺 >1 时 如 果 只 考虑 1 声 r 二 R, 那 么 可 去 掉 条 件 fC0) 
f(z) 为 |z| 二 R 内 的 全 纯 函 数 , 置 

M(r,f)=max|f lz)| 


得 到 不 等 式 


TG NSlog' Mr ELLIT (psf) 


(1. 67) 


(1. 68) 


(1. 69) 


(1. 70) 


二 oo0。 取 


(1.71) 
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Tf) = mr,f) = 去 |、 log+ |f(re®) 1d0 < logt Mr 让 


这 就 证 明了 式 (1.71) 左 边 的 不 等 式 。 关于 其 右边 的 不 等 式 , 首 先 
注意 到 当 M(r, 亡 委 1 时 式 (1.71) 有 边 的 不 等 式 成 立 ,因此 可 以 设 
Mr 六 >1, 选 z 一 re ,使 | f(zo)|= 二 MM(r, 了 /有 ); 其 次 依 Poisson- 
Jensen 公式 ,导出 

log+ M(r,f) = log! |f (zo)| 


Pr 


— 20orcos(0— D++r’ dp 


工作 4 
< 二 | log foe®) | 


过 | og’ |f(pe® ldp 
= otfm(p,) = GET 0, 


表明 式 (1.71) 右 边 不 等 趟 正确 。 
设 f(z) 为 圆 |z| 二 R 内 的 非常 数 亚 纯 函数 ,a 为 有 穷 复 数 ， 
f(z) 一 a 在 z= 二 0 点 邻 域内 的 展开 式 为 
fz)—a=cz tcrz tt (c: 天 0) 
依 式 (1. 66), 对 rE (0,R), 有 


TO,f—a)=T 
mlr,f—a)m(r,f) +log!t |al|tlog2 
mlr, fm(lr,f—a)tlog! lal+log2 


1 
,| 十 log le;| 


及 
N(r,f—a)=N(r,7f) 
又 有 
[Tryj 一 az 一 TGr 访 | 委 log+|a| 十 log2 (1.72) 
因此 
re,Pp-7 "| | 十 log2 (1.73) 


定理 1.9 若 a 为 有 穷 复 数 , 则 
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T 


rp =T(r,/) loglc,|+elr,a) 


1s(rya)| 委 log+ |c, | 十 log2 
假定 a( 关 0) ,5 为 两 个 常数 , 记 


f(z)= f(z—a) fi(z)=af (z) /2) -Fs 


依 式 (1.66)、 式 (1. 69)、 式 (1.70), 特 征 函 数 T(r, 族 )、T(r,f,) 和 和 
T(r,f;)、T(r, 放 相差 均 为 一 个 有 界 函 数 。 更 一 般 的 ,考虑 函数 


af (z)+b 
cf (z)+ad 


式 中 ac.d 为 常数 , 且 ad 一 pc 天 0。 因 为 下 可 以 分 解 成 上 述 三 种 
变换 形式 的 复合 ,所 以 妨 (z) 的 特征 函数 T(r, 忆 ) 与 Tor 亡 的 差 同 
样 也 是 一 个 有 界 函 数 。 

定理 1.10 设 f(z) 为 圆 |z| 二 R 内 的 非常 数 亚 纯 函 数 ， 
了 (0) 关 0、co，f'(0) 关 0, 以 及 al、as、…、as(lg 实 2) 是 g 个 判别 有 穷 复 
数 , 且 |ai 一 aj| 实 6(60,1 声 ! 关 j 志 gq), 则 对 rE (0,R), 有 


F(z)= 


9 


mlr,00) 十 Dmlr,a) C2T,f) — Nolr) + SCr,t) 


i=1 


(1.74) 

f! 9 ff! 3g 

S(r,f)=m 让 | 十 mlr， 之 apy 了 | 十 glog” | 号 

1 
(1) 当 R= 十 oo 时 ,如 果 f(z) 为 有 穷 级 ,那么 
Slr,f)=O(Uogr) (1.76) 
如 果 f/(z) 为 有 穷 级 ,那么 

Sl(r,f/)=O{log[rT(r,f)]} (1. 77) 


但 可 能 除去 一 个 关于 r 的 例外 集合 E,, 其 线性 测度 m CE。) 志 2, 而 E。 
仅仅 有 藉 于 了 T(r, 了 ) ,与 a1.g 无 关 。 
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(2) 当 RE(0, 十 co) 时 ,有 
SCr, /=0|log*T(r, /)+log RL | (1.78) 
但 可 能 除去 一 个 关于 > 的 例外 集合 E。, 而 


dr 
| <+= 
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2 三 角 级 数 


2.1 基本 性 质 
本 于 讨论 | 义 三 角 级 数 ( 般 三 角 级 数 ) 的 概念 设 
smnh 

lim Du 


称 级 数 > zw 可 用 平均 求 和 法 CR,k) 计 和 。 可 以 证 明 : 当 &> 之 1 时 
CR,k) 具有 正则 性 。 黎 曼 原 来 的 求 和 结果 为 (R,z), 黎 曼 在 此 基础 
上 建立 了 三 角 级 数理 论 。 

取 a, 二 0(1)、B, 二 0(1),A, = A,(Xx) 一 acosazz 十 DBsinazy 从 


一 4 (2. 1) 


A, 
F(z) = C+Cz 二 了 4or - > 外 ce) 得 到 
n=1 


F(z + 2h)C— 2 + F(z — 2h) D4. 2 
当 有 ->0 时 左 端的 上 限 、 下 限 分 别 记 作 如 和 F(x)、 儿 ?F(x)。 如 果 极 
限 存在 ,那么 


1 F(zr+2h)—2F (x)+F (zr—2h) 
lm 2 
h>0 4h 


称 式 (2.2) 为 F(z) 在 z 的 广义 二 次 导数 。 因 此 了 14,(x) = 


SCr)(R,z) 与 GOz)= 一 SCz) 等 价 。 
定理 2. 1 具有 周期 2r 的 函数 f(z) 可 用 系数 为 o(1) 的 三 角 级 
数 表 达 的 充 要 条 件 是 有 函数 已 (z) 适 合 G2F(z)= xz), 且 对 区 间 
(b,c) 上 的 孙 数 g(x), 并 当 
$b) = Ye = YE = Y=0 


p(x) = | (2)dz XE [b,c] 


= F(X) (2. 2) 


时 有 
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limye| PCz)g(z)eos[e(z 一 a)]dz=0 (2. 3) 
AD 6b 
证 明 : 必要 性 , 设 > A,(x) = f(z)(R,z)、A,(z) = 0(1), 则 


对 e 之 0,14,(7z)| 二 etn 宇 m0)。 由 》)4,(x) 作 F(x), 当 hh 一 0 时 


< sinnh\* _ {1 
| 2 4,(z) nah 一 o[ 充 | 
车 mh 过 x 过 Cm 十 Dm; 则 
了 4 dz) si | < 绎 
于 一 no 二 1 
sinnh 
Da Le | < 高 
推出 
F(x 2h) — 2F(zx)++ F(zr— 2 < 2 二 2x1+ od) 
2h h 
Lim F(t+t 2k) — 2F(x) T+ F(x — 2h) 一 0 
h—0 2 


另 设 C=C' 一 4 一 0, 有 
FD 


n 


命 所 = 十 记 (p, 之 0) ,这 样 存在 {7,} 满 足 


F(x) 一 >， cos (nz 一 7) 
An 二 1 
也 就 是 有 {7Y',}、{7%} 符 合 


Tl(y,a) = | Femwczycos[wcz 一 a)]dz 一 al 十 os 


| 


| gerycos[n nx — ydx 


n 


I 


1 


| 
wo 一 S| 一 
si eh 


o>, 一 


> | gz)eost Cp + mr — ydz 


利用 yg(6) 二 yy (2) 一 0 ,得 
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| wzycosCkz — ydxr —— 走 | wecosChr — dx 
b 


oo 


1— pl) 
ACHIIE -DOE + 


1 2n? (nt pp) 202 Co pp) 
QU Le) 
其 中 {y(n)}) 为 oC(1), 对 于 7 均匀 的 7Cn) 一 oC(1) 并 满足 
| wryeos (nz — 7Y)dzx | << 7(n) (7Cn) Y 0) 


并 且 


b+ 7《n 十 Ap) -一 人 
六 全 二 贡生 1 2 殉 
[ay2] 


Se 


和 


Lxj—1 

pr Np 7|) -一 [| 1 | 二 | 
一 一 一 一 入 7CL)O 二 0 
ja 了 2 (n 四 AD 7 ) AP >， 2 


pI) jo ll 
fa no o| > o| 
综 上 述 知 1,(g,a) 一 0| 记 | 

充分 性 , 先 证 明 Schwarz 引 理 : 若 ACz) 在 La,5] 上 满足 
SR2pz) 一 0, 则 有 Cz)(e 委 z 委 0) 为 一 次 函数 。 事 实 上 , 当 e>0 时 函数 


之 一 CQ 


2 一 
适合 22zg(z) 一 2e>>0。 如 果 存 在 z 使 g(z)>0, 那 么 有 zoE (a,5)， 
使 h 充分 小 时 

glxoth)—g(ro)R0 g(zo 一 疡 ) 一 GE(Czo 委 0 
这 与 多?g (zo) 之 0 不 相 容 。 结 果 g (x) 夺 0(a 夺 Xz 二 5), 可 是 elx 一 a) 
(x 一 5) 在 (a,5) 上 取 负 值 ,e 可 以 很 小 , 故 对 zxE [a,6] 


Xa 


2 一 


g(z) 一 |AC) ha) FTA) ha) |) 十 ez 一 a)(z 一 加 


h(xr)—h(a) 二 LA(O) h(a)|=0 


成 立 。 
结合 2H2B(z) 一 zz) 和 引 理 , 从 SFGz 十 2r) 一 下 (z)] 一 0 导出 
33 


FAZ 十 2r) 一 下 (z) 一 az 十 B 
站 _a 
置 一 2r4,、C 一 2 2 ,有 


1 
2 Aox? 


F(zri+27n)—C' (r+2n)— 4 (并 十 2 并 一 下 (xz) 一 CI 并 


表明 G(z) 一 已 (z) 一 C'> 二 4oz? 为 周期 函数 ， 
limye| ccewz)eos[udz —a)jJdz=0 
式 中 CA%Z) 为 8b<< 一 rc>>TWz) 一 1zE[ 一 rm 可 ,对 所 >oo， 
pz + ecosemeosrnc — a) dz = 00) 
AH 一 到 ,有 


| G(x)cos[n(z — a)ldzr = o(1) 


令 C = 去 | Gr)dzx, 推 出 


Gla)=C 


Aila) A,la) 
1? 22 


从 而 F(x) 一 C 十 Coz 十 方 4ozz > 和, DFR(z) = f(z), 


如 一 】 


f(z) 为 2)4.(z) 的 (R,z) 平均 值 。 
定理 2.2 系数 @、B, 为 0(1) 的 三 角 级 数 14,(zx) 在 xz, 具有 
收敛 性 的 充 要 条 件 为 只 关于 黎 曼 函数 
F(z) 一 C 十 Coz 十 3 Aox’ > a 
在 zo 附近 的 性 质 , 其 中 A, (zx) =Qacosnz+ psinnr (n>0), 
2 4,(z。) 收敛 的 充 要 条 件 为 极限 


lim 也 了 工人 FPC 十 zop(D) # 
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存在 .其 中 0< 2e 过 ,p(t) 为 任意 的 ,其 在 (一 2e,2e) 上 具有 
2"(i) ,上 且 对 于 上 € [一 se]， 
(一 2s) = pl(2e)= 0 p(t)=1 
证 阴 : 取 pli 十 27) 二 p(1) 并 设 当 z¢( 一 2e,2e) 时 对 |i| 过 x， 
p(t)==0, 推 出 p( 土 2e) 二 p'( 土 2e) 一 2( 土 2e) 二 0,p( 土 e) 二 1、 
Pp'( 士 e) 二 po"( 土 e) ,函数 


Bt)=F() 一 C't 一 记 Aof’ 
在 p=n 十 六 处 ,满足 


SACz) — 二 | Bz + DN Lcosl)dt 
l=1 x t=1 


1f d? | sinpt 


工作 d? | sinpt 
本 去 | ,ec 十 人 2) dt 好 | ， 上 dt 


sin 玉 
2 


利用 pC0)= 二 1、p'(0)==po”"(0)==p”(0)= 二 0, 有 


上 snpt 4uodt)dt 十 o(1) = 2r4， 


| sin 
2 


导 得 


a 1 25 d? ; 
ht Da) = Fr oD BE dt + od) 


t=1 . 
sin 地 
2 


设 a, 二 0(1)、b, 二 0(1)。 


> anSinnz 一 bcosnz 


n 在 (a,8)C(C 一 x,x) 上 成 立 ,F' (zx) 


Ca<z<<B) 几 乎 处 处 存在 且 于 区 间 (a,B8) 内 勒 贝 格 可 积 , 则 young 
35 


F(X) = 


三 角 级 数 > 4,(4， 一 ascosnx 十 Psinaz) 在 (a,B) 中 任意 一 定点 


的 收敛 性 只 与 (zx) 在 此 点 附近 的 性 质 有 关 。 事 实 上 , 取 0<e<x， 
须 证 对 定点 xE (a,B), 当 充分 小 时 

1 
z i 


7 十 | 
dz 二 oC1) 


sin 


| [Fez + -F(x — 1)] 


1 
2r dz 


S, = 
Sin 一 


2 
S;, = Ai(n) 十 4:(a) 十 … 
令 和 (CO 一 X( 一 站 (0 委 i 魏 r),X(G) 具 有 连续 性 .周期 性 ,对 zE 


(er) ,和 (一 ctg 本 且 X'(z)、X"(t) 存 在 并 有 界 , 此 时 XX(z) 的 全 里 


叶 级 数 Desinnt 绝对 收敛 。 


由 和 (Go 的 性 质 , 多 [X]、 称 [X'] 都 是 匀 伍 的 级 数 ,其 中 光 [X] 
表示 形 如 


Xr) ~ 六 os 十 > (ascosnzx 十 sinnzx) (2.5) 

的 三 角 级 数 。 因此 J = 访 | [F(z 二 DD 十 F(z 一人)]XCDsinnidt 

中 的 XQ) 一 >asinlt, 其 积分 .导数 , 求 和 的 顺序 可 作 如 下 变化 
了 一 | [Fe 十 站 十 Flr — 4)Jsinltsinntdt 


= 三 Dea. kitrn) 


这 里 kk, 一 &-_, 一 ETree 十 十 F(z t) J]cosntdt 
六 | 二 | 
dz 0 dz 0 
= xh,(7T) 一 | fe 十 2) 十 f(z 一 1) Jcosntdt 


= 0(1) 
对 于 7 > 0, 存 在 m,; 当 nn 守 m 时 || 二 7 且 置 C= 二 》)|a| 有 
i 
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om 


>» Cikitn 


i=1 


如 果 开 一 max{ | 有 | ) ,那么 当 n 一 oo 时 


S) Ck Si Ck | 十 
<7C 十 天 (|c， si 十 … 十 |c |) 十 7C 

的 极限 为 零 ,也 就 是 几 .一 o(1)。 

2.2 三 角 级 数 的 M 集 和 0U 集 


设 ECL 一 x,r], 车 存在 系数 为 不 全 为 零 的 三 角 级 数 , 即 十 


IC 


十 m 一 1 


>) Ck | 十 


{=n—m 二 1 


< 


Saz 十 如) 闫 0, 其 在 余 集 CE 二 [一 x,xJ\E 上 收 伍 于 零 , 则 称 E 


为 一 个 M 集 ;车 当 三 角 级 数 在 CE 上 收敛 于 零 时 其 系数 必须 全 是 
零 , 则 称 瑟 为 一 个 册 集 .不 成 邓 集 的 点 集 是 LU 集 . 可 以 证 明 : 当 五 
不 含有 完全 点 集 时 EE 是 U 集 。 

概 敛 于 零 的 三 角 级 数 S 可 能 具有 点 集 ECL[ 一 x,xj, 在 E 上 
S 隆 0, 称 为 S 的 核 ;E 中 可 能 存在 子 集 N, 在 N 上 S 的 部 分 和 的 
上 限 为 E 无 穷 大 , 称 N 为 S 的 核心 。 可 以 证 明 : 当 概 敛 于 零 的 三 角 
级 数 的 核 E 不 包括 完全 点 集 时 为 空 集 且 无 核 , 取 S 的 核 为 ECS)、 
核心 为 NGS) ,它们 落 在 区 间 8 中 的 部 分 记 作 6E(S)、6N(S), 而 6 己 
[—x,x]。 

定理 2.3 设 5 为 概 敛 于 零 的 三 角 级 数 , 其 核 、 核 心 为 已 CS) 、V 
(5S)。 若 EC(S) 关 0, 则 8N(S) 不 是 空 集 , 且 有 三 角 级 数 以 SE(CS)、6N 
(5S) 作 它 的 核 、 核 心 (6C( 一 x ,7))。 

证 明 : 依 所 列 条 件 , 取 C”( 一 x,7) 中 的 周期 函数 4(z) 二 A(z 十 
27)。A(z) 在 6 上 取 正 值 ,在 (一 x,mD)\6 上 AMCz) 一 0。 因 为 灼 (z)E 


C, 所 以 4(z) 的 傅 里 叶 系 数 是 o 去 | . 命 Mz) 二 yem,S 为 
Doe”™; 对 
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十 oo 
天 ， 一 >， Coy 《7 一， 一 一 7, Cn 一 cn) 


7 一 一 co 


当 yy ly | < co 时 称 六 7 为 速 化 级 数 。 今 yuerr 在 (一 x， 


NG 上 匀速 伍 于 零 。 记 8 与 Mz) 的 “乘积 级 数 ”》) Ke” 为 
2 , 现 证 明 ncCD 在 (一 xx)NS 上 义 煞 于 零 。 

置 Ri(z) yyuem, 级 数 六 |RiCz)| 在 (一 xx)N9 上 久生 。 
当 z E (ranNS 时 


m m 十 oo 
QT) 一 > K,e™™ 一 > ee > ， CIY。， 
nn 二 一 ?nn 闫 一 一 现 一 一 co 
十 co m 
一 i 《一 全 
一 > CE > 7 ie 二 
一 一 co 站 一 一 更 


十 co 十 oo 
二 >， ciei 民 (zz) >， ciei 民 HZ) 


1 一 一 co 1 一 


从 而 limQ。(z) 一 0, 据 此 知 "C) 一 0。 级 数 o(4) 在 6 中 不 属于 五 (S) 
的 点 也 收敛 于 零 并 概 钱 于 零 。 可 是 在 SECS) 上 oC4) 并 非 收 敛 于 零 ， 
6E(S) 为 col) 的 核 。 

由 于 A(zx) 有 界 , 因 此 对 7Y* = 二 7,(n 隆 0)、7s 二 7 一 A(z)， 
Dce™.Y* 十 > 六 ein 的 乘积 级 数 可 用 上 述 方 式 讨论 ,这 里 


天 ”一 >， ci 一天。 一 ACZ)cn 


一 一 oo 


表明 》)K:e” 在 [一 r,z] 上 均匀 地 收敛 于 零 ,结果 对 于 zeE[ 一 r， 
xz，> 天 er 一 AMCz) ce 收敛 于 零 。 故 5S 落 在 区 间 8 中 的 部 分 
核心 , 即 o(4) 落 在 6 中 的 部 分 核心 。 

注意 若 核心 为 空 集 , 则 核 也 是 空 集 。 

定理 2. 4 若 五 , 下,、… 为 闭 的 过 集 , 则 并 集 五 ， UE, U 也 是 U 


集 。 
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证 明 : 首 先 注意 到 , 概 伍 于 零 的 三 角 级 数 $S 具有 非 空 的 核 , 必 
有 完全 点 集 P 包括 EE 使 任意 6CP) 含 有 非 空 的 6(E)。 事实 上 ,核心 
N(S) 不 包括 孤立 点 ,NC5) 的 极限 点 集 N'(S)==P 为 完全 点 集 。 设 
6 为 尸 的 余 空 间 ,6E(S) 天 0, 依 定理 2.3 知 6N(S) 也 不 是 空 的 ,这 
是 不 可 能 的 。 

如 果 存 在 不 全 为 零 而 在 CE 二 [一 x,x 八 (Ei1UEsU…) 上 概 敛 
于 零 的 三 角 级 数 $ ,那么 核 E(S)、 核 心 NCS) 都 不 是 空 的 ;并 且 有 完 
全 点 集 PDE 如 上 所 述 。 可 以 证 明 : 至 少 存在 一 个 E, 在 某 SP 中 是 
稠密 的 。 车 所 有 E, 在 P 中 都 不 稠密 ,那么 它 的 并 集 在 P 上 也 成 集 ， 
核心 N 也 如 此 。 但 是 N 为 Gs 类 型 , 它 在 P 上 处 处 稠密 。 实际 上 ， 
ZLS] 的 部 分 和 S, (xz) 和 m, 且 构成 闭 集 下 ,, 并 集 F 所 UFsU… 为 F。 
类 型 ,N (5) 一 CC(FIUFU…) 为 G 类 型 ,这 样 P 有 一 部 分 6P 完全 
处 于 某 个 局 之 中 ,使 该 SP 成 为 U 和 集 。 另 一 方面 ,SP 沪 6E, 由 定理 
2.3 知 6E 为 M 集 ,这 是 矛盾 的 ,表明 上 述 的 S 不 存在 , 即 已 门 天 :站 
为 U 集 。 

假定 a 为 实数 .BE (一 1,1); 对 zxE (一 x,x), 有 满足 cos (nz 十 
0,) 之 B 的 所 有 点 构成 的 点 集 E,, 当 ni < 过 ns 过 … 时 称 EE, UE,,U… 为 
五 点 集 。 

定理 2.5 (一 ,7) 中 的 配点 集 为 U 集 。 

证 明 : 以 {X} 表 示 X 的 小 数 部 分 。 取 0 二 4 过 1 ni 过 ns 过 …, 于 


是 点 集 已 一 {z| | 2 一 局 | 二 4 所 构成 的 交集 书 = 忆 已 …(CO< 


Z<2r) 为 五 点 集 。 显 然 任意 五 点 集 均 可 表达 成 此 种 形式 。 
将 Ei 记 在 单位 圆周 上 ,E, 为 由 x 个 等 距 的 圆 弧 组 成 ,每 个 弧 


2 .27d 本 
长 为 = 。 忆 的 余 集 CE, 是 依 m 个 “区 间 ”78 .72… 构 成 ,|7 史 | 一 


2r(1 一 Gd) 
7 


。 设 复 系 数 三 角 级 数 > cue” 在 E 的 外 部 CE 上 为 零 。 


对 2》) ce 逐 项 积分 两 次 所 得 级 数 之 和 (zx) 利用 Schwarz 定 


理 ,F (x) 在 CE 中 任意 区 间 I 上 为 一 次 函数 。 当 xz、zx 土 h ET 时 
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2 
(一 全 2 一 0 取 zo 为 的 中 点 ,A 过 全 一 2 


处 于 EE 的 外 部 ,Bw (zo) 二 0。 命 


2 4) ,这 样 I® 


S/n (Xz) 一 3 [= 十 2 
推出 Su (Czo) 一 0。 可 是 


十 co 四 2 
Sa (TX) 一 co 十 之 Crm, 2 exp(linmz) (2 天 0) 
当 / 一 时 级 数 和 为 O| 上 声 maxlc1| =。(D) ,从 而 关于 z 均匀 地 成 


a 


2L， 


LimSwm (Zz) 一 co 
因为 Sim(zo) 一 0, 所 以 co 一 0。 令 加 天 0, 有 2e exp[LzGa 一 52)Z] 仍 


在 的 外 部 收 伍 于 零 , 且 必须 cs 一 0, 即 已 为 集 。 

进一步 推广 五 点 集 的 概念 。 设 ECL0， 本 在 p 维 欧 几 里 德 空 
间 R* 中 考虑 一 个 处 于 单位 正方 形 z€ | 一 去 ,去 | 一 1,2,*…,) 
内 的 长 方 体 0Q。 若 存在 格子 点 列 {n,n 四 ,… ,nn 中 )(n40 为 整数 ) 使 
当 pEE 时 ,在 R?* 中 所 有 点 {xxz), (nz),… ,nz)}) 均 不 在 人 2 
内 , 当 (ziyza，…zo) 为 一 个 格子 点 (zy 为 整数 ) 时 

lim |nt 1 十 7 所 zz 十 十 2 入 | 一 co 
则 称 E 为 [0,1] 中 的 一 个 吾 信 型 点 集 。 下 型 点 集 就 是 玉 型 点 集 。 
定理 2.6 [0,2xj] 中 的 任意 吾 ”? 型 点 集 为 U 集 。 

证 明 : 设 EE 为 [0,2xj 中 一 个 恕 人 H 型 点 集 ,2xzEE, 得 x€1L0， 
1]。 点 xz 的 全 体 E 构成 五 ?型 点 集 , 于 是 有 格子 点 列 (Cn1?,n2， 
,NA )}, 当 zxzEEo 时 

nzEQ nr 0 nV rE 
021、0,、…、 人 2 为 p 个 区 间 , 组 成 Q。 作 pp 个 函数 
Gs(X+1)= 9 (7) (g=1,2,.…,p) 


分 别 在 ,的 外 部 为 零 ,在 D, 上 取 正 值 ， | p(x)dzr 一 1 且 q,(x) 的 健 
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里 叶 级 数 %(x) 一 > Boexp(2rimz) 快速 收敛 于 (zx), 置 


f= Ga pe) gL zx)] 
则 当 2rxzE 巨 时 A(z) 王 0, 另 取 
filx) = 2 a exp 2ripr) 


有 依 多 [zz 一 名 (22z)， 推 出 
匈 LCzzz)] 一 27pY exp[2rznfz] 


因为 g(x) 的 级 数 均 快 速 收 敛 ， 所 以 六 (z) 的 级 数 也 快速 收敛 , 且 
3 |a 刀 | 私 > [Bm | > IB® 1 DO) BP | < co 


户 一 一 co 


现 讨论 数列 {a } {a 人)、… 的 极限 lima”。 设 21691( 一 
1,2,… ,pp) 都 小 于 常数 C。 给 e 汪 0, 存 在 4, 使 
[B+ Bets t+ "| < el2C) IC 
TI (x) 一 3 BWexp[ 2rimntd x] 


m= —Jp 


{2 (zx) 一 >， exp[2rzzzzzz42 工 ] 


| 到 | 
于 是 
ITI (xX)| EC Yo Cx)| < ec2C) ?CC 


p 
filz) = [| ITE? x) + 7 (7)] 


g=1 


p 
= [[ T(x) + px) = Tx) + plz) 
9 一 】 


而 je(Cz)1<s( 委 z 委 1), 有 | 户 (z) 一 六 (Cz)1<e。 

三 角 多 项 式 TCz) 为 7P(Cz) 的 乘积 ,其 系数 除了 exp (2rz[Loaz 人 2 
十 mzn 四 十 下 十 mpn8?]x} (mj 为 整数 ) 的 系数 之 外 均 为 零 。 当 
NU 十 2 十 十 0 时 


lim lrman 二 man 引 十 一 十 mon 中 | 二 


1 
综合 | g(x)dz = 1 知 , 当 /充分 大 时 
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| reodz= 1 
0 
应 用 |fi(zx) 一 Ti,(z)| 二 ,得 
1 一 | fil(r)dzr|<e 


据 此 ,a8? = 二 1 十 o(1)( 一 co)。 另 外 证 明 
lima?? = 0 (j= 二 土 1, 十 2,…) 
对 于 |7| 二 0， 
a 一 | Acee — T(z)] + T(x)}exp(— 2mijz)dz 
而 
Ae — Ti(zx)Jexp(— 2rz7jz)dz| <e 
T(x)exp(— 2nij7x) 
= exp(— 2rijz) 十 DNexp{2nizLmnt®? 十 mznf? 十 
mn 一 2rijz) 
注意 到 (n,n 外 ,… ,nan 外) 的 互 不 相 倚 ,一 切 X 都 是 o0(1) (>oo0), 即 
a 扩 一 o(1)( 一 co,yj 天 0) 
从 函数 列 fi(z) 出 发 可 以 证 明 E 为 U 集 。 若 为 M 集 , 则 存在 
概 敛 于 零 ( 在 EE 的 外 部 收敛 于 零 ) 而 不 全 为 零 的 级 数 》, ce”™。 作 


> ce age 的 乘积 级 数 > ce 将 证 


limc® =ec,lima!®? 


loo 一 co 


由 于 >7ager 在 点 集 互 上 收敛 于 零 , 因 此 > cfen 在 巨 上 收敛 于 
零 。 又 由 Zecne 在 已 的 任意 余 补 区 间 上 收敛 于 零 , 有 》 ctei 
处 处 收敛 于 零 , 即 cw? 二 0。 如 此 ,c= 二 0 二 0, 土 1 , 土 2,…), 导 致 忒 
盾 , 表 明 EE 为 U 集 。 
今 研究 上 述 系 数 极限 等 式 。 令 
Yn—=maxt{ |crm | 多 [ce | 9 [cr ont2) | ，"…}( 当 N> Inl 时 ) 
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十 co 
1 一 
co 一 >) age 一 ol 十 oo 十 on 


mE 
N 
ol 一 >， COc，， 
m=—N 
—N-—1 
0, 一 >》) a ce, nm 
mm 一 
十 co 
aa 一 >») Cec 
m= N+1 
N 
limoi = cc 十 >») aDe,_m = CQocn (m 0) 
1 一 co ,全 
式 中 ao 一 lima 所 一 1 ,对 m 盖 NM |n | 9 [cn | 委 7v_， 
CD 


|cs| 委 ww,4 


故 limec” 一 coa。 
2.3 点 集 E 与 正 数 9 的 乘积 E。 


取 xEE、90>>0, 所 有 x0 组 成 的 点 集 记 作 Eo。 现 讨论 当 E 为 U 集 
时 Eo 落 入 [LO0,2xj 中 或 部 分 或 全 部 成 为 U 集 的 问题 。 

定理 2.7 设 E 为 U 集 。 车 当 0<=90<1 时 EoCL0,2w] 则 Eo 为 
过 集 

命 CGs) 为 * 的 偶 函 数 , 称 


ww 十 co 
lim | Cl(s)e'*ds = | Cls)e'ds (2. 6) 
ar 十 coJ —w 一 co 


为 三 角 积 分 。 对 瓦 (一 co ,十 co) ,在 余 集 C 五 = (一 co ,十 co)NE 上 式 
(2. 6) 收 敛 于 零 ; 当 Cs) 概 伍 于 零 时 称 巨 为 三 角 积 分 的 辟 集 ,不 成 
U 集 的 点 集 为 M 集 。 

定理 2.8 三 角 级 数 的 U 集 为 三 角 积分 的 U 集 。 若 E 为 三 角 积 
分 的 坟 集 , 则 互 处 于 长 为 2r 的 任意 区 间 中 的 部 分 成 为 三 角 级 数 的 
口 集 。 

如 果 UU 集 E 所 构成 的 点 集 Es 为 M 集 , 那 么 依 定理 2.8 知 Eo 也 
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是 三 角 积 分 的 M 集 。 于 是 有 三 角 积 分 为 
J(x) = [AD 
当 x Ey 时 J (zx) 二 0, 但 Yt) 并 非 概 等 于 零 。 当 w¢ EE 时 J(07) 王 0。 


取 X* (uw)= 方 7| 着 | ,导出 


四 
5 
1" DD— | Gerdu=0 


可 (w) 并 非 概 等 于 零 ,也 就 是 E 变 成 了 三 角 积分 的 几 集 ,表明 定 
理 2.7 成 立 。 
定理 2.9 设 Y( 刀 在 有 限 区 间 上 为 有 界 变 差 ,在 无 穷 远 满足 
lim sup IYA+th)—Y(A)|=0 


X00&h 


当 区 间 ,7 的 长 小 于 2x 时 有 三 角 级 数 >》)cse” 符合 c,=o(1) 以 及 


lim (| ear 一 之， 0 (rE€J) 


ar 十 co lnl&w 


且 有 极限 
lim (人 (一 7signh)ewdyr(nA) 一 >) (一 i signn ce” } 


or 十 co [ew 


定理 2.10 设 L(z) 具 有 五 次 导数 ,其 在 J 二 [a,5] 上 为 1 在 
J. 二 [La 一 ,5b 十 ej 的 外 部 为 零 , 则 在 了 上 均匀 地 成 立 着 
sin[Lw(x 一 Dj 0 


TXT—ti 


lim | ”edyc 一 a LO 


WwW 二 cod —w 


其 中 Y(C4) 满 足 定理 2.9 中 的 条 件 ， 
1 iy) 一 | egy 0) 
1 和 1 * I2| 宇 1 人 


设 N 为 正 整数 .w 一 N 十 万 J。 是 长 为 2 的 区 间 , 其 内 部 包括 


有 闭 区 间 J 又 设 L(z) 具 有 五 次 导数 并 在 J 上 为 1、 在 Jo 外 部 (0 志 
Z 安 2r) 为 零 ,这 样 


|FcoDzGzye-rdz 一 0 
J 


F(z) 一 


1 
2 


n 
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再 设 FL 为 以 27 作 周 期 的 周期 函数 ,三 角 级 数 >， ce” 为 把 
几 LFL 逐次 求 导 两 次 所 得 ,ec 一 0(1);co 一 0。 


它 的 部 分 和 为 
em 一 EF LG) de sin[ w(x 一 Dj 
/fey n d 2si [= 一 | 
7 sin| 3 
如 果 和 NN 一 co 有 


[ewe 引 sin[w(zr—1)] sin[w(z 一 a 
i . Tt TT—i 
7 2sIn 
2 
= 0(1) 
在 J 上 均匀 地 成 立 , 那 么 依 定理 2.9 知 在 J 上 均匀 地 成 立 着 
im, [站 rarce 一 >) ce™ |=— 0 


nl 


记 y(z £) 


1 
2 
r=| 
Jo 


2 
FO()LG) Fi{yCz — tsin[Lwlzx — #1)]}dz 


| 瑟 站 一 二 ,和 欲 证 当 w> 十 oo 时 在 J 上 
色 敛 于 零 。 计 算出 两 次 导数 的 结果 ,上 式 分 成 3 个 积分 和 , 即 

T= 二 一 “FL yz 一 四 sin[w(z — #1) dt 
L(ylzx 一 t) 关 于 可 以 求 导 5 次 ,其 在 J。 外 部 为 零 。 如 前 所 述 可 
得 了 Jo0(1)。 另 


72 一 


0 


一 2o| PCDZCDcos[odz —z)] fyz t)dzt 
J 


J 


2 
73 一 |FeDzcosin[ecz —£)] 全 yz — 1t)dt 
易 知 I, 二 1 二 0(1), 从 而 T=o0(1)。 


2.4 ”特殊 的 M 集 和 特殊 的 UU 集 


定理 2.11 完全 点 集 P 成 为 M 点 集 的 充 要 条 件 是 存在 具有 
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下 列 性 质 的 函数 己 (z): 

(1) 在 P 的 任意 余 补 区 间 上 请 (x) 为 常数 ,但 F(x) 并非 都 等 于 
一 个 常数 ; 

(2) F(x) 二 Ax 十 B 十 B(x),(z) 的 傅 里 叶 系 数 为 o 二 | 。 

证 明 : 必 要 性 , 设 引 .6,、… 为 完全 点 集 P 的 所 有 余 补 区 间 , 则 
由 于 P 是 M 集 ,存在 三 角 级 数 >)cxe” 在 任意 2 上 收敛 于 0 而 c。 


并 非 都 是 0。 因 为 > cseo= 概 收敛 ,所 以 c 一 o(1)。 级 数 C 十 cox 一 


Di 全 en 关 0) 概 化 于 一 个 函数 F(z); 在 任意 65, 上 ， 


F(x) =C+er— DiTe" Cn # 0) 
为 常数 。 就 整体 而 言 ,其 是 连续 的 ,而 不 是 全 等 于 一 个 常数 ,事实 
上 c, 不 是 每 个 都 为 零 。 取 B(x) 一 了 )i 全 en 关 0) , 即 有 定理 所 


述 的 形式 。 
充分 性 , 设 对 完全 点 集 己 ,存在 函数 
F(zr)=Az+B+B(z) 


满足 定理 条 件 (1)、(2)。 由 于 B(x) 的 健 里 叶 系 数 是 o 
B(xz) 的 依 里 叶 级 数 概 钱 于 B(x), 且 F(z) 可 表述 成 


十 co 
F(z) = ArtBt 六 Per #0,,= 001)) 


二 | ,因此 
n 


它 的 逐 项 导数 级 数 4 十 2》)i7,ew 的 系数 为 17, 一 041)。 后 者 的 两 


次 逐 项 积分 级 数 就 是 F(z) 所 表达 级 数 的 逐 项 积分 , 匀 钱 于 一 个 函 

数 %(z), 这 是 4 十 》)i7,ew(n 天 0) 的 黎 曼 函数 。 因 为 F(x) 在 任 

意 6, 上 为 常数 ,所 以 y(z) 在 任意 5, 上 为 一 次 函数 。 从 而 
Dig(r)=0 (XE;n=1,2,°") 

据 此 可 知 4 十 2》)i7,e” 在 P 的 外 部 收 钱 于 0。 可 是 A、7, 并 非 均等 
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于 0, 否 则 F(z) 将 是 常数 , 即 P 为 M 点 集 。 

定理 2.12 设 E。 一 [0,2"j,E, 为 2" 个 区 间 组 成 的 点 集 ,把 EE， 
的 2 个 区 间 中 的 每 个 区 间 三 等 分 ,并 除去 其 中 央 区 间 的 内 点 而 得 
瑟 + 必 交集 玖 二 无 o 门 严 门 瑟 … 为 测度 等 于 零 的 完全 点 集 , 成 为 M 


集 。 
证 明 : 从 E。 逐次 除去 的 所 有 区 间 之 长 的 和 为 1, 因 此 测度 
IE 二 | 一 |==0, 即 为 完全 点 集 。 


另 设 0<ei<…(e, 一 0) 。 从 ,一 [0,2"] 除 去 常 为 121e 一 
xei; 而 与 66 同 中 点 的 区 间 所 得 @1, 它 是 由 两 个 闭 区 间 组 成 且 测 度 
1@i| 二 2x(1 一 6 )。 从 @ 的 两 个 区 间 除 去 同 中 心 的 两 个 开 区 间 ,其 


长 均 为 于 1,s。 一般 而 言 ,从 cx, 所 组 成 的 2 个 区 间 各 除去 在 同 


中 心 的 开 区 间 , 其 长 均 为 16,|s,, 如 此 次 ,在 [0,1] 中 所 得 测 
度 为 
27(1—e) (le) (1—e,) 
的 完全 集 P,, lim 了 ,一 了 为 完全 点 集 , 1P|==2x |[ (1 一 6), 当 
> e=c 时 |P| = 0。 
当 第 m 次 时 从 [0,1] 除 去 了 2" 一 1 个 区 间 , 从 左 到 右 记 这 些 区 
间 为 66、 Ooz il。 构造 折线 函数 已 .(z) 使 
Fa.(0)=F(2r) =0 
Fn(r)=k2 ”+! (XAyrE k=1,2,.) 
Fn(X)—=2—k2 "+! (XNA;rED) 
令 5s 二 U6;U…U6_1, 这 是 由 这 些 区 间 组 成 的 点 集 。 显然 在 
So。 上 Fa (r)=Fa (7x) ECz) 一 0。 在 [0,2xrj\S。 上 ， 
IF C7) —Fa (zt) [Se 


F(z) 一 土 信 二 
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若 加 一 maxee, 则 | 下 (z) 一 尼 。(z)1 委 加 2 在 L0,2x] 上 成 立 , 表 明 
F(z) 存 在 。 F(x) 在 P 的 任意 余 补 区 间 上 为 常数 ,但 不 是 全 等 于 常 


数 。 依 定理 2.11; 如 果 玉 (zx) 的 储 里 叶 系 数 为 o| 工 ,那么 P 为 任意 


M 集 。 对 于 正 整 数 n, 存 在 唯一 的 m 满足 


9”! 2 
En 
| 已 。 | Vm |P, | V Ym 


今 证 
7 = | Fr)emdz = 0(1) 
记 歼 一 7 十 79 ,其 中 
I 一 oj — Fe-mdz 
I 一 | Fic"dz 
因为 Fz) 二 F(z) 在 S, 上 成 立 ,1 一 F。 | 过 9m2-"t1, 所 以 
[1D nan.2 +! | P|<2 VY =0() 

又 (0) 二 FC(27r) 二 0, 得 

加 =—i] F'n)e dr =— i Fr)e "dz 


在 P 的 各 个 区 间 上 |F', | 二 忆 ,区 间 的 个 数 为 2", 有 1 之 T 记 二 


故 了 二 7 人 十 1 二 0(1) 

定理 2.13 若 有 界 变 差 的 函数 正 (z)(0 委 z<<2r) 在 完全 点 集 
PC[0,2r] 的 任意 余 补 区 间 上 为 常数 而 不 全 等 于 一 个 常数 , 则 当 
2~> 士 co 时 有 


o(1) 


| edz) 0(1) (2.7) 
o 


PP 为 M 点 集 。 
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证 明 : 函 数 @(z)=F(z) 一 [PO) 二 x 


Bo0)=0 B27)=0 


| 满足 


Tt 2 
| 一 | emdF = od1) 
0 


另 一 方面 ， 
| de 一 in| sz)e- dz 
其 为 0(1); 依 定理 2.11,P 为 M 点 集 。 

从 p 中 二 [0,2x]、|p 中 | 二 2x 除去 同 中 心 的 开 区 间 而 得 两 个 长 
为 p 中 的 区 间 , 经 过 一 1 次 除去 后 , 剩 下 长 为 的 闭 区 间 有 2 个 。 
当 2pw 一 0 时 , 称 剩 下 的 完全 点 集 为 对 称 完全 集 。 若 5 等 于 
一 个 常数 <, 则 称 尸 为 定 比 对 称 点 集 , 这 是 一 个 测度 为 0 的 完全 点 


集 。 当 $ 一 计时 了 为 康 托 尔 完全 点 集 。 对 于 0 为 整 系数 c cx、 we 
的 代数 方程 


妇 十 ciz 十 … 十 cs 一 0 
的 根 , 于 是 2 为 代数 整数 。 此 时 
妇 十 ci2 十 和 十 co 一 (一 0(Cz 一 和) (x O01) 
I0|<1 121<1 … 16,1|<1 
式 中 0 .2、…、.0- 为 9 的 共 斩 数 , 称 0 为 皮 索 (Pisot) 数 ;为 次 
数 。 
定理 2.14 以 为 定 比 的 定 比 对 称 集 构成 闭 集 的 充 要 条 件 为 


9 一 去 不 是 皮 案 数 。 


证 明 ;首先 证 明 当 0 一 去 不 为 皮 索 数 时 ,以 # 为 定 比 的 对 称 点 
集 P 为 M 集 。 当 xEP 时 存在 一 列 &,e, 或 为 0 或 为 1, 其 满足 
X=2n(ei+et 二 十 eb 1 二"…)(1—é) 
第 次 所 除去 的 每 个 区 间 的 长 等 于 28-!(1 一 25) ,区 间 数 为 2-1; 每 
个 区 间 有 端 6 一 1, 当 j>k 时 6 二 0。 剩 下 的 开 区 间 的 个 数 为 2, 记 
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oo 的 、… 作 为 函数 
F(z) = 如 十 吾 十 下 十 功 十 … 


工 二 2x ye6ridl —€) 
可 以 证 明 
也 =- | edF = we 1(1 — é€)] 
事实 上 ， ~ 
1 人 一 走马 exp[2rin(e + ek + ee + eb) (1 — 6)] 
但 se 一 0.1; 且 


大 
1% 一 pl {1 + exp[2riné 1(1 — €)]} 


一 1 exp[ niné’ (1 — §)Jcos[xnéiT1(1 — &£)] 


te 


推 证 中 利用 了 一 cosa 及 1 十 £ 十 名 十 … 这, 得 


玉林 cosrmera — 6)] hE edF 
故 依 定理 2.13, 问 题 归结 为 证 明 lim7, 二 001)， 这 需要 利用 皮 索 定 
理 , 即 
皮 索 定理 ” 若 有 ? 福 使 级 数 > sin*(ma0") 收 伊 , 则 0 为 皮 案 


数 。 
设 0< 和 <1, 当 上 > 士 co 时 如 果 


7(G) = cos(re 01 #001) 
那么 0 一 二 为 皮 索 数 。 令 TCD) 天 o(1) ,于 是 有 志 人 co 及 正 数 < 满足 
T(t) >a (一 1,2，…) 
对 于 s, 有 正 整数 符合 0”!<t,<<9"。 从 而 有 t= 入、 上 二 .1， 
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(4.} 中 有 子 序列 一 4, 方 过 4<1。 因 为 a<7(4s) ,又 
I()=I[A JS |cos (xd)eos CnAsO) "cos [ra,0" || 
所 以 


nl(g) 
TITHE 一 sin: (xh, 8) 2 07 


j=0 


ntq) 
exp[ 一 Dsin? Crna, 2)] 之 da 
j=0 
n(q) 1 


DJsin’ Crh) < log (gq = 1,2,") 
j=0 


a 


nl(r) 
Dsin’ (xX%0’) < log 三 (r>g) 


j=0 


这 样 就 能 顺序 得 到 

ntg) 
Dsin? (xA,0) 过 log 二 
j=0 
n(g) 1 
Dsin’: (ra) < log 就 


j=0 


y sinz(mb) < og 二 [ 亏 < 二) 去 1| 


7 一 0 


由 皮 索 定理 知 0 是 皮 案 数 ,这 与 假定 矛盾 ,表明 以 6 一 塘 为 定 比 的 
对 称 完全 点 集 是 M 集 。 
其 次 证 明 上 述 论断 之 逆 。 设 P 为 以 6 二 方 为 定 比 的 完全 点 集 。 


为 此 和 需 证 : 当 6 为 皮 索 数 时 已 不 是 M 集 而 是 U 集 。 若 0 为 次 皮 索 
数 , 则 当 0>2 时 存在 正 数 4 整数 入 满足 


1 
Gm > 140")| < 0* (2. 8) 


式 中 9* -0， {40"} 表 示 249” 的 小 数 部 分 ; 称 式 (2. 8) 为 皮 索 不 等 
式 。 对 于 xEP,z 可 表达 成 


zx 一 2r(9 一 1 号 十 加 +…| (en(en 一 1) 一 030 盖 2) 
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证 明 P 为 U 集 就 是 证 明 :符合 
te 
的 所 有 xz 构成 一 个 U 集 Q。 当 xEQ 时 
we 


Mb = c+ 6 (c， 为 整数 ) 


于 是 存在 式 


1 加 -le 十 … 十 e| 三 |6， ie 十 … 十 ac, < >» el (mod1) 
1=0 
oo 
| 2 元 0" 


t=m+ N+1 


A 
< (0 — 1)0™ 
依 皮 索 不 等 式 知 


[oa 一 Emt1 二 十 SA 


| {40"7x}— gn|<0" 

将 (grrisgrrz，… ,gi44) 作 为 n 维 欧 几 里 德 空间 中 的 一 个 点 O4。 由 于 
elsethz set 或 取 0 或 取 1, 因 此 Os 的 位 置 限于 27+ 个 中 的 一 
个 。 对 于 zEQ, 得 到 点 Pi= (gtigtti… gt Ps 或 落 在 以 OO 
为 中 心 . 边 长 20* 的” 维 正方 体 中 ,或 落 在 中 心 与 Ox 相距 为 1 的 同 
样 大 小 的 n 维 正 方 体 中 。 这 样 的 正方 体 有 22*+2” :个 ,共同 部 分 的 体 
积 不 超过 方 。 故 单位 正方 体 中 包括 一 个 维 正方 体 ,其 内 无 P 的 
任何 点 。 由 于 ==ci 十 6%、6% 二 0《41), 因 此 当 xEQ 时 ((ciriz}， 
(carazt} fear) ,为 n 维 正 方 体 。 注 意 到 (csri,cstz，*…， 
ca4s) 互 不 相 倚 ,也 就 是 说 , 当 整 数 人 Vi、… ;至少 有 一 个 不 为 震 时 
lim [licerit Lacetet "Lacetn | 一 co 


实际 上 左 端 之 和 为 
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D000 = 2 Dl — Da 
9 为 n 次 代数 数目 0>2， 从 而 右 端 第 一 项 中 的 和 不 可 能 为 零 ， 当 k—> 
co 时 X011>o00。 末 项 为 0(1), 因 为 1s 二 0(1) (4 习 oo0), 结 果 从 
Dees! 二 o0 即 知 Q 为 五 ?型 点 集 , 依 定理 2. 4,Q 为 U 集 ,也 就 


是 说 ， 已 不 为 好 集 。 至 此 定理 2. 14 得 证 。 
关于 式 (2. 8) 的 证 明 。 取 0,、0,、…、9, 为 互相 共 因 的” 次 代数 整 
数 , 尺 (z) 一 ao 十 Ci 十 和 十 Qt 的 系数 ao.at、 ……、ai 均 为 整数 ,于 是 


Cn 一 了 >/R(O)07 (ma 一 0,1,2,…) 也 均 为 整数 。 事实 上 ， 
j=1 


wu an ui 
cm 一 > a > DT 一 > Qibn, 
t=0 一 1 i=0 


bw 为 整数 , 命 4 二 n 一 1.0, 二 0, 记 4 二 RC0)、py 一 R(0)) (<n) 让 A>0， 


导出 co 二 2) 107 十 9”, 简 记 第 一 项 之 和 为 6,, 这 样 因 9 为 皮 索 
数 ， 101<107 一 1 2 ,2 一])， 


n—1 
16,| 志 之 Ip1197| 


oa 如 一 1 
S16 <» | 
m=0 =1 1 一 10,| 
闵可夫 斯 基 定 理 若 n 个 一 次 形式 
Lj=ai Xitaj, rzt "aj Tn (j=1,2,. ,7n) 
的 行列 式 万 三 |aj a CA | 天 0, 则 必 有 整数 zi zz ……、r 使 
1 局 过 YD yz >0 
l=1 
今 以 aosai ai 1 为 未 知 数 ,考虑 7 个 一 次 形式 
区 6 十 aiO 十 … 十 ar-i0" 
70 = (0— DO (0 — 1)0™% 
Li io 十 Qi0 十 … 十 co 0 
一 1 一 二 | 
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其 行列 式 为 


1 0 [2 
1 TI_l 1 OO |_ wh) 
Ce 19,| : ; | 人 
1 0, “ 
0) " 
(9) 与 N 无 关 。 令 适当 大 的 N 使 从 < 太志 : 即 (了 | < 


ee 由 0>2 知 上 述 的 N 存在 , 依 闵 可 夫 斯 基 定 理 , 得 到 


A a [pl 
GT + IIT 0 
因为 >,|6,| 不 大 于 上 式 左边 ,所 以 16 | 二 1, 从 49" 二 cs 十 6 及 
[cj=c 推出 |40"| 志 16,|。 

命 正 数 数列 {e,) 单 调 趋 近 于 零 ,EC[0,2r]。 设 |s, | 才 e,(n 为 
整数 ) , 若 当 三 角 级 数 》)ce™ 在 余 集 CE 一 [0,2x 玫 天上 收 伍 于 0 
时 所 有 c, 二 0, 则 称 EE 为 关于 {e,}) 的 一 个 U 和 集 , 记 作 UU({e,)); 
U({e,)) 的 测度 可 以 大 于 零 。 

定理 2. 15 ”对 任意 {6,) (ey 0),U({e,)) 存 在 .U({e,)) 的 测度 
可 以 任意 地 接近 于 2x。 


证 明 : 对 于 {e,) , 取 {7) :0 过 7 过 至 忆 0 汪 一 一 0。 固定 i, 记 满足 


7 过于 三 1 一 的 所 有 zz 构成 的 完全 点 集 为 P,; 当 xE 已 时 存在 正 
整数 和 N, 适合 

2r(07 十 Niz 委 2r(1 一 7 ) 十 2rN， 
书 的 测度 为 2r(1 一 27) 。 

对 s>0, 取 正 整数 mw、 .ni 过 ni41; 符 合 
4r(7 十 7 十 …… 十 加 十 …)<<e 

于 是 交集 P, 门 P, 门 …= 己 的 余 集 CP 测度 为 

ICP| < >)1CP,| <4r>) 7 <e 

攻 
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从 而 |P| 汪 2r 一 e。 今 证 P 为 U({e,))。 
取 A* (zx) 二 A(zx,h), 且 


A Cz) =ACzsh) = (r+2n) 4° (—1)—A* (x) 
访 一 寺 ; (0<z<h) 
A( 工 , 严 ) 一 7 (hth) 
0 (3A<z 委 T) 
4* (z) 的 傅 里 叶 级 数 为 
_ 4r1 cf sinnhy? 
ACzsh) = 全 | 去 + cosnz | 
或 
hz 人 一 全 | 1 + Sak) on] #0) 


A 事实 上 ,对 xEP,， 
2r(7 十 N) 委 上 iz 委 2r(1 一 7) 十 2rNV， 
3p<tz 一 2rN 2r 一 3 
设 |c,| 志 6,, 作 三 角 级 数 De 及 


E (x) 二 1 十 3 ) 


EBP (n 0) 
的 乘积 级 数 2 e”。 当 tz 二 nn 时 如 果 》)c,e” 在 P 的 外 部 收敛 


于 0, 则 cfoe" 到 处 收 化 于 0; 事实 上 ,级 数 卫 4* (x) 为 快速 收 全 


并 且 c, 二 0(1) ,利用 定理 2. 5, 有 
CDH=0 Cm 为 整数 ) 


另外 ， 记 广 和 2 (zx) 的 储 里 叶 系 数 为 YP ,导出 
Ce 一 3 Cm oY 二 cn 十 Se Cimane 


p=—o0 Nn 二 一 00 


nh 


今 证 明 
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3 
一 0 (ft —> co) 


> lenin| 
好 一 1 
因为 co 一 0(G 一 co), 所 以 上 式 中 的 “人 2 王 17 可 变 为 “2 一 2”。 当 
上 六 | 和 | 时 (x 一 1)i 放 |m| (x 之 1), 结果 jcoav| 委 ee。 据 此 ， 只 要 
证 明 


sinnh, 
nh, 


|sinnh, |3 
&, 2 nh 0 (tf —> oo0) 
左 端 等 于 
3 & |sinnh,| (sinnh,)?’ E1 
2x ht| > nh, -9| 引 = 


2.5 三 角 级 数 概 表 可 测 函 数 


定理 2.16 对 于 任意 有 限 可 测 函 数 f(z), 其 f(z 十 27)== 
f(z), 必 有 三 角 级 数 几 乎 处 处 收 钙 于 f(x)。 

定理 2.17 对 于 [0,2x] 上 的 任意 可 测 函 数 f(zx) 及 正 数 6, 存 
在 具有 均匀 收敛 的 傅 里 时 级 数 的 函数 g(z), 使 在 [0,2r] 中 的 点 集 
五 上 与 f(z) 一致 , 即 当 xEE 时 f(x) 二 g(x), 且 |E|>2x 一 o。 

定理 2.18 若 [c,dgCL0,2r].e>0, 则 必 有 连续 的 折线 函数 
y(z), 其 在 L0,2x 八 [c,d 上 为 零 . 在 上 为 常数 7, 而 ECL[c,d] 


El>(a-o|1- 了 | ( 为 正 整数 ) 


[yz)| < 17| 


| ga | <e 


re Pe Dy | < BllY| 
这 里 0( 委 z 委 2x (2 一 1,2，…)。 
证 明 :如 果 y 一 0, 那 么 4(z) 一 0 就 是 所 需 的 函数 . 现 假定 7 学 0。 
取 正 整数 7 很 大 ,使 之 满足 41Y| <<<e。 置 一 25， 
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Qi 一 C: 一 人 ci 一 C 十 @Lt (z 为 整数 ) 
SE ui 一 c 十 2 2 

d—c 1 ， Gd 一 < 

7 b' =d—2 7 


取 折 线 函 数 X(T) 使 在 (ae' ,8 ) 上 为 1, 在 (a,6) 的 外 部 为 0。 积分 卫 
= | 文 (TydT 满足 


i 


rT < (1=1,2," ,rl—1) 


实际 上 , 当 (c 1;0) 处 于 (a,5) 的 外 部 时 世 二 0; 处 于 (a',6') 中 时 


1, 
卫 =18; 处 于 (aa 或 (8,5b) 中 时 PP 一 已 一 土 人。 命 瑟 一 人 


p(X)—=h (rE (ac))， OZz) 一 0 (CZz 人 (ac ) ,zt 为 整数 。 可 见 

中 
设 连续 折线 函数 g(z)(0 生 xz 委 2r) 在 (ao) 的 外 部 等 于 零 ,在 一 切 
Cai,yc!) 的 外 部 一 致 于 gCx), 今 证 J(x) 二 YL[X(Czx) 一 lg (x)j 符 合 定 
理 2. 18,J(z) 由 XC(z)、g (zx) 构成 ,也 是 折线 函数 ,在 Cc,q) 的 外 部 
为 零 。 又 从 |X| 志 1、|g| 志 1 得 


pz)dzr = 6h, = I, — | Xx)dz 


2 一 1 


1gCz)1 委 2017| (0 和 xz 委 27) 
因为 当 zg Casa 及 ze(c co 时 
2(z) 一 ECZ) 一 0 12(z) 一 gz) 委 1 


所 以 
| last) —¢T) AT < | [ar 十 fa) 28 
记 y" Cz) 二 Y[X(z) 一 1g(x)], 足 见 
fts ry — wryar| < 21 < (0<zr2n) 


车 x 过 c; 则 y* (TD) 在 (0,x) 上 的 积分 为 零 。 当 c 达 x 时 有 [esisycirij 合 
zx, 这 样 y*(T) 在 (0,zx) 上 的 积分 等 于 其 在 (ci,z) 上 的 积分 , 据 此 ， 
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| 人 (T)d7 | 之 7) xar 十 A 
cp ck Ck 


€ 


U7Y| 
得 

jvcrar|< 主 + 二 = (0 tA 2n) 
由 (a' ,2 ) 除 去 的 所 有 (aic) 而 得 到 点 集 巨 , 因 

一 ww 一 (Cd 一 11 | 


推出 |E|>6 a 了 <=(4 oi 站 .在 E 上 gz) 一 7。 今 个 


计 积分 


Ciay8) = | cm sp 二 2]ar 
当 A(T) (aT 人 SB) 为 线性 函数 时 |4(T)| 夺 MM, 并 可 导出 
|L, C4;a,B) | < | Ear 


< 4xM 
函数 到 (TT) 是 由 5 个 这 样 的 4(T) 组 成 , |X(T)| 志 1, 即 有 
|x) lar |< 20x 


显然 |L,(g;0,27) | 二 Co( 绝 对 常数 ), 故 
IZ;0,27) ||7| (20x+LC) SLB|Y| 
定理 2. 17 的 证 明 :因为 FA(Gz) 是 有 限 可 测 函 数 , 所 以 存在 如 下 


的 连续 函数 和 (z)(O<z<2r) :在 | 人 ,2r 一 全 | 中 的 一 个 完全 点 集 


已 上 8(z) 一 /Co) PI>2r— 六 0; 在 [0, | [2 一 ,2 | 上 


上 B(xz) 为 一 次 的 。 如 果 对 


II oO 


8°4 
于 g(z) 可 找到 Gy[g] 匀 敛 的 g(z), 它 在 测度 大 于 2 一 下 的 一 个 点 


58 


GB(z) 一 0; 在 


AN 


oO 
2 2 8 


g(T)=B(r)= f(z) 


并 且 |E| 之 27 25 fo i 2x 一 o。 由 此 只 要 以 B(xz) 证 明定 
理 即 可 。 也 就 是 说 ,证 明 归结 于 建立 如 下 的 命题 :对 于 连续 函数 


B(x) (0 过 + 乏 27) , 它 在 [4,B]C(C0,27) 的 外 部 为 零 ,存在 BLgj 匀 


印 的 g(x) 适 合 
g(xz)=f(x) IEl>2r—o 
式 中 zEE.o>0。 对 于 连续 函数 $(z) ,存在 阶梯 函数 @。(z) 符 合 
BD, (XT)=0 xzE (0,A)U (B,2r) 


|@, C7) |< 启 


以 及 D0) 二 @(z) ,这 是 可 能 的 。 固定 加 ,将 [0,27] 分 成 有 限 
个 区 间 pe p48、… ;在 每 个 py” 上 B(x) 为 常数 ,把 

SE i 
成 mw os、… 而 保留 上 记 的 顺序 。 令 4 二 有 十 2 十 … 十 ln, 于 是 当 
4 1<tAs 时 v=0", 当 XEv, 时 B(x)=7,, 1|7, | 入 去 


固定 t, 将 wv 作为 定理 2.18 中 的 [cd], 则 有 定理 2. 18 中 的 
pT) = rx) pr)=0 (rgv) ,1g(z) [E17 在 v. 中 的 一 个 


点 集 E, 上 (zx)=Y,，, 


|E,|> lv 1— 


Cm) 


>Iu 1 


__o 
2T2” 


取 ! 一 2 1+[ 和 | .6 一 6 二 一 (noo), 推出 


1 
1 )? 


oarl<als 0<r<2 


(tn.)? 
sin[nT — xz)] 4 
下 (TT) 2 dr |< 双 
在 w(4。 <t 魏 4.) 上 置 go(z) 一 几 (z)， 有 
gm(T)—= D(z) (E,Cvi) 
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A 


m 


据 此 知 g(x) = Bz) 在 二 LU Wj E, 上 成 立 .由 于 


A 
| >|[1-— 
ft 二 =A, \ 
因 以 I|E| 宝 2x 一 o。 又 


lgn(7) |<217.|<2. 2 1 


m1 

[ew 
319 
L__ 上 


进而 g(x) 一 ec 为 连续 函数 。 


接 下 来 证 明 : 儿 [中 ] 匀 化。 记 多 [g] 的 部 分 和 为 3$,(Cz), 注 意 到 
g(Cz) 一 》 gn(7x) 一 >) 几 (z) ,这 样 有 


sin[L2 (7 一 
T 


S,(z) = > 二 | wT) C= ar + od) 


式 中 0o(1) 与 xz 无关。 再 证 S,(X) 色 争 于 g(x)。 
先 确定 (n.)。 命 m1 一 1, 当 给 定之 ns 过 … 过 mw-1 时 ,可 得 到 折线 
沙 数 (zrz) 十 s(x) 十 … 十 1(z) 满 足 
17 CCz) 十 JsCz) 十 人 十 J KZ 一 四) 一 加 (C) 一 …… 一 办 -CCz)| 


一 到 (0ZzE2n) 
也 为 上 记 S,(z) 的 级 数 表达 式 中 第 + 项 。 
对 于 e>>0, 有 使 | 加 (zz) 十 和 ht1(7) 十 …| 过 地 成 立 。 也 就 是 
[S.C(z) — g(x)| 一 | 27 (7) 一 > 4)| 


更 一 上 


17。 一 多 十 yw D3 | +1 Dw 


t=1 t= 十 1 


一 去 十 三 二 十 |J。 ,《z) | 十 5 17, (7) | 


一 有 十 1 


去 去 十 三 s+ 全 +16》>) Loe 


9! 
二 上 十 1 
而 4 和 nn 过 npr1。 至 此 定理 2. 17 获 证 。 
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定理 2. 19 车 f(z) 二 f(z 十 2w) 为 有 限 可 测 函 数 , 则 必 有 连续 
渤 数 F(z) ,其 导数 几乎 处 处 存在 且 等 于 f(z), 即 所 (xz) 二 f(x); 从 
ITIF] 逐 项 导数 而 得 的 三 角 级 数 概 敛 于 f(x)。 
定理 2. 20 设 (a,5)C[ 一 x,mxj,PC(Ca,65) 为 完全 点 集 , 其 测 
度 |P|==0; 对 于 [一 x,x]J 上 的 一 个 全 连续 函数 B(x) 及 正 数 o, 存 在 
连续 有 界 变 差 函 数 久 (Zz) (一 r 委 z 委 r) , 它 的 性 质 为 
X(z) = Br) rE[—7,xri\(a,b) 
| |dX (xz) <) decn| 
I(xz) — Xx)| 0 (| 
而 F(x) 一 B(x) 一 X(x) 的 储 里 叶 系数 为 二 
证 明 ; 对 于 [0,2x] 中 一 个 测度 为 零 的 完全 点 集 , 有 单调 聘 数 
g (x) 在 完全 点 集 的 任意 余 补 区 间 上 取 常 数 ,并 满足 
g(0)=0 g(27)=1 | emdg Cr) = 0(]1) (|n| 一 co) 
于 是 当 B(x) 在 [a,81 上 具有 全 连续 性 时 
XDD tal 全 [8(B)— Ba)] 
适合 下 面 的 条 件 : 及 (a) 一 BCa)、X(B)= 二 BC(B); 并 在 所 设 的 完全 点 
集 的 任意 余 补 区 间 上 到 常数 ;又 以 


lim| <-“dgG) 一 0 
n>ooy 0 


2 


得 到 | ax 一 o(1)。 令 有 GD) == BG() 一 Xn| Pema 
= 一 中 ae +i|e "dX() = od1) 

在 此 基础 上 把 (a,5) 分 成 有 限 个 区 间 [zi, zitij; 而 zo 一 4a、 
zw 一 (0O<R<N) ,使 B86(z) 在 每 个 区 间 上 的 振幅 小 于 o, 在 Lx,xs+ij 
做 上 述 的 了 (2) , 记 作 XC)， 

KTi) BT) Kiriet1) = Bz) 
在 [zxi;,xs41j 中 一 个 完全 点 集 Pi 的 余 补 区 间 上 X(t) 为 常数 。 命 
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X(t)=B0) i¢ (a,b) 


X(t)= X(t) tiE Lx, rear] 
可 见 定理 2. 20 中 关于 XQ) 的 性 质 成 立 , 并 且 


"| [®() — XG) Je "dt 
Nl | 
= > | [BG) 一 和 GD)]e-zdt = o(1) 
k=0 Tk 


2.6 正 测 度 点 集 上 取 ce 的 可 测 函 数 


由 2. 5 节 知 ,对 于 有 限 可 测 函 数 ,存在 三 角 级 数 概 敛 于 它 。 而 
对 于 任意 的 可 测 函 数 fxz)(0 委 z 和 2r) ,尤其 是 当 在 正 测度 的 点 集 
ECL0,2x] 上 f(x) 二 十 oo( 或 一 0) 时 ,是 否 存在 “ 概 向 ”于 它 的 三 
角 级 数 ? 或 者 说 ,是 否 存 在 {a ,PB,} 使 三 角 多 项 式 


nn 


Sz) 一 >») (gcoslz 十 Bisinlz) 


在 EE 上 几乎 处 处 成 立 ， 
S,.(z)> 二 oo 
在 [0,2x]\E 上 limS,(zx) 概 敛 于 f(z), 称 之 为 概 向 。 
设 广 (z)、 户 (z)、… 均 为 区 间 [e, 引 上 的 有 限 可 测 函 数 ,除去 一 

个 零 集中 的 点 ,函数 质 均 为 有 限 。 若 有 可 测 函 数 (z) (a 之 zx 过 5) 对 
于 La,5J 上 的 任意 可 测 函 数 p(z) 使 点 集 (f, (zx)>>g C(x) 站 (g(x)> 
F(z)) 的 测度 为 o(1); 即 

lim|f, > N px)>F(r))|=0 
当 |F(z)>g(z)|>>0 时 

lim | (f(x)>9 Ce) MNF) > (zr)|>0 
则 称 (z) 为 {f(zx)}) 的 度量 上 限 。 函 数列 {f,} 度 量 概 向 于 上 限 
F(z), 记 作 f,(x)sup 二 F(x)。 如 果 存 在 可 测 函 数 GCr) (a 志 zx 志 5) 
对 于 任意 可 测 函 数 VCz)(e<zr 委 0 使 

lim| f(r) Sg YN CCz)<GCr))1=0 
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并 当 |(GGCz)<YCz))1 0 时 
lim | (fCx) I MN Gr TY) >0 


那么 称 G(Cz) 为 { 六 (Cz)) 的 度量 下 限 函 数 , 记 作 广 (z)inf 全 Cr)。 


若 f,(zx) 二 gs(z) 十 a(x) 且 g(x) 概 敛 于 f(x), 即 g(x) 
f(z) ,又 m(z) 人 0, 这 是 lw(z) 天 0|=o(1) 的 简 记 ; 则 称 {( 记 (<)) 度 
量 概 向 于 /zxz) , 记 作 太 (z) 僵 Az)。 

可 测 函 数列 的 度量 上 限 、 度 量 下 限 、 上 度量 极限 之 间 下 述 关系 成 
立 ; 记 (Xz) (n= 二 1,2,…) 均 为 在 [a,6jJ 上 的 有 限 可 测 函 数 : 

(1) 必 有 F(x) 满足 f(x)sup 访 F(z); 

(2) 若 f(zr)sup 访 F(x) f(r)sup Fr), 则 Fr) F(z) 
几乎 处 处 相等 , 即 F(x) 二 Ff,(x); 

(3) 车 fCzr)sup 地 F(z)、f,《z)inf=>G(x), 则 


G(z) 几 乎 处 处 小 于 或 等 于 F(z), 即 GC(z) 志 F(x); 

(4) 车 G(xz) (a 志 z 志 5) 可 测 , 则 f(z)inf 二 G(z) 的 充 要 条 件 
为 一 f(x)sup 地 一 G(x); 

(5) 若 f(x)sup 二 F(z), 则 F(z) <limf,(x); 

(6) 车 fCx)inf>G1(x)、f(z)inf>Gz(z), 则 G1(z) 二 Gs(x); 


(7) 车 /Cz)inf>G(z)、 则 GCz)<limf,(z); 

(8) 车 fCz)sup 之 F(z), 则 f(z7)==gn(z) 十 (x) limga (x) 
=F(r), Ha,(r)—>0; 

车 f(r)inf=>G(C7r), 则 f(z)= g(r) ta (zx) limg, (z) 一 
GGz) , 且 (z) 全 0。 

基于 上 述 事 实 可 以 得 到 下 述 论断 : 

定理 2.21 若 Fo(Cz)、FiCz) 以 及 万 (z)、 户 (z)… 均 为 [一 rr 
上 的 可 测 函 数 , 对 于 任意 f(x) ,几乎 处 处 有 

—F(z)<fn(r)SEFo (x) 
成 立 ; 则 必 有 系数 为 o(1) 的 三 角 级 数 , 记 其 部 分 和 为 S, (x) (n= 二 2， 
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3,…),SiCz) 一 0 和 连续 函数 列 记 Cz) (zz)、 (一 rz 魏 m) 满 足 

Sr)supS Fo (zr) Sz)inf=>— F(z) 
当 mw 个 co 时 如 果 一 Fi1(z)、Folz) 不 是 {S, (xz)}) 的 度量 上 限 与 度量 
下 限 ,那么 有 {hs。(z)} (ps 和 品 ) 适 合 

hp (Xx)—S» (Xx)>0 (一 T 委 z 魏 7) 
对 于 {h(xz)}, 有 {Sm(z)} 满 足 

lim {hn (x)—S, (7))}=0 
并 且 {hw《r))、{fm(z)} 等 度 概 化; 即 当 h(x)、f(zx) 在 xz 处 为 有 限 
值 时 h(x) 一 f(z) 一 0; 当 h(x) 一 十 co、fn(z) 一 十 吕 时 称 
hana《z)}、(fm《(7X)) 在 xz 处 等 度 收 合 ; 对 于 hs(z)= 二 一 2、fn(x) = 
一 co ,情况 也 如 此 。 
定理 2.22 对 于 任意 可 测 函 数 F(Cz)( 一 r 委 z 魏 r), 函 数值 

f(z) 在 一 个 正 测度 的 点 集 上 可 以 为 十 oo, 在 另 一 个 正 测 度 的 点 集 
上 可 以 为 一 oo, 同 时 取 有 限 值 的 点 集 也 可 以 为 正 测度 ;存在 三 角 级 
数 


> 《acos7 十 bsinnz) 
度量 概 向 于 jz), 即 其 部 分 和 的 序列 


Sz) 一 > (anCcoOsmz 十 bnsinmz) (m = 1,2,.) 
度量 概 向 于 f(z), 旦 
an—0(1) 2 一 o(1) 


定理 2.23 设 函 数 R(Cz)、G(Gz) 、 册 (z)、 加 (zz) 的 区 
间 [ 一 x,xj 上 均 可 测 ; 并 且 几 乎 处 处 有 


GTS (rEF (xz) (=1,2,.,p) 
成 立 , 则 必 有 系数 为 o(1) 的 三 角 级 数 , 其 部 分 和 SCx) 满 足 
SC(z)sup 之 已 (z) qu(zZ)inf=>C(Cz) 


对 于 分 别 有 niC) (二 1,2,…) 适 合 
limS,ew (Z) 二 内 (x) 
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证 明 : 将 F(z)、G(zx) 分 别 作为 定理 2. 21 中 的 Fo(x)、 一 Fi(x)， 
这 样 得 到 系数 为 0(1) 的 三 角 级 数 ,F(z)、GCzx) 分 别 成 为 它 的 部 分 
和 S,(z) 的 度量 上 、 下 极限 

S.C(x)sup—>F (rx) SS, Cr)inf—>G (x) 

取 {f。(z)): 任 意 f(x) 等 于 某 个 g(x), 但 是 有 无 穷 多 个 
fz) 满足 f Cz) 一 Jy(rx)Q=1,2,…,p) ,任意 Yi(z) 有 无 穷 多 个 
f(z) 等 于 (zx), 据 此 知 G(z) 和 f(x) 记 F(x) ,利用 定理 2. 21, 存 
在 连续 函数 列 {4,.(z)}) 满 足 定理 2.21 中 的 所 有 条 件 。 

尤其 是 {h(x)) 有 子 列 概 钙 ( 包 括 士 % 的 情况 ) 于 g(x)。 可 是 
因为 {5S,(z)} 中 有 子 列 概 钱 于 h(x), 所 以 {S,(z)} 有 子 列 概 敛 于 
ACDR 

当 {S,(Cz))} 的 某 个 子 列 {S。(Cz))} 在 正 测 度 的 点 集 已 上 概 敛 于 


(zx) 时 ,应 证 y(z) 必 须 为 一 个 加 (z)。 若 S, (xz)>g(z) 在 E 上 成 立 ， 
则 有 下 述 情况 之 一 : 
(1) S» (x)inf—>G(r) SCz)sup 之 下 (CZ) ("XA) 
(2) 存在 ps 和 0 使 h(x) 一 S。 (zx) 过 0 (一 KZz 委 T) 
对 于 (2), {ps}、{m4} 分 别 存在 子 列 (qi}、{m4} 满 足 


lim {hs, (x)—S», (7)} 0 (一 T 和 7z 委 7) 
设 所 有 f(x) 均 g(zx) 对 应 ,从 而 
limS», (x) 二 (7) (一 rSz 委 T) 


故 J(z) 二 J (x) 在 EE 上 成 立 。 
对 于 (1), 从 定理 2. 21 的 前 提 (5)、(7) 得 到 
limS,, (xz)<Gr) EF zr) SlimS,, (x) 


在 [一 x,x] 上 几乎 处 处 成 立 。 综 合 S, (xz) 一 y(x) ,推出 
G(x)—=y(r)=—=F x) (TEE) 
有 Cx)=p x) 
定理 2. 22 为 定理 2. 23 的 特例 。 


定理 2.24 设 函 数 F(z).G(z) 在 [一 r,xr] 上 可 测 ,G(z) 扫 
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F(x), 则 有 系数 为 0(1) 的 三 角 级 数 ,其 部 分 和 SCzx) (n==1,2,…) 
满足 条 件 : 对 于 几乎 处 处 适合 G(x) 志 J(z) 志 F(x) 的 可 测 函 数 , 总 
存在 S,(z) 概 敛 于 p(x), 并 且 

S.Cx)sup—>F (zr) Sa.(z)inf=—>G (xz) 


证 有 明 ; 对 于 GCz) 之 F(z) (一 x 之 x 过 7) 的 可 测 函 数 G(x)、 
F(z), 今 证 有 系数 为 o(1) 的 三 角 级 数 , 它 的 部 分 和 符合 
Sx)inf—>G (xz) Sx)sup>F (zr) 


当 可 测 函 数 gCz) 介 于 GCz)、F(zx) 之 间 时 S, (x)_ry(x)。 
对 于 yl(z), 有 连续 函数 列 (gi Cx)} 概 敛 于 它 


limgi (x)=y(z) (—XSErEnA) 
把 [一 ,zj 分 为 三 个 点 集 EUE+wUE--, 在 E 上 y(z) 为 有 限 函 数 
Jz)= 二 0 (XEE!.) 
yr)=—oo (ZE 五 -) 


三 个 点 集 可 能 有 的 为 空 集 。 对 正 整 数 m, 在 .Ej。、E-- 中 分 别 取 
完全 点 集 P。、P*、Ps 使 一 x 均 不 属于 PnUP#UPi, 在 P。 上 
(x) 为 连续 的 。 


1P.|>IEI- 记 > 一 十 
在 [一 x,"] 上 作 连 续 函 数 g(z); 
gm(X)—=Yyr) (EP,) 
gm(7T)= 土 m (rE PE#) 


在 PUP# UP 的 余 空 间 上 g(x) 为 线性 的 ,g,,( 圭 x) 一 0。 极限 点 
集 E 二 lim (PnU Px UP ) 的 测度 为 2x。 对 6 五 ,存在 mr, 当知 全 
mz 时 xE PaUP# UPz, 据 此 知 {gi(z)} 满 足 所 述 条 件 。 

设 由 分 点 zf 一 一 z 十 2r 六 (二 0,1,2,…,N) 把 [一 x,] 分 成 
六 个 小 区 间 。 置 六 一 思 , 在 zi 全 <z 生 zf) 上 定义 ps(Cz) 等 于 有 理 
数 72 中 二 1,2,… ,pm) ;Gm( 一 7) = 二 71" 这样 得 到 [一 x,x]J 上 的 有 限 
冰 数 列 p (zx)、po (xz)、…。 再 定义 {fm(z)}): 当 G(x) 所 pn (x)SF (x) 
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时 取 fCz) 一 《zx)。 如 果 g(z) 二 G (zx), 那么 定义 f(z) 二 G(x)。 
当 g(z) 这 F(x) 时 定义 f(x) 二 F(x)。 依 此 ， 

G(X)<f (x)SF (zr) 
在 [一 x,xj 上 几乎 处 处 成 立 。 

在 上 述 情况 下 把 GC(z)、F(zx) 分 别 当 作 一 Fi1(z)、Fo(x), 因 此 
推出 定理 2.21 中 的 {h(x)}、 系 数 为 oC(1) 的 三 角 级 数 以 及 {ni)、 
{pr})、{lm}。 定 理 2.21 证 明了 定理 2. 24 的 部 分 结论 。 

进一步 证 明 y(x) 为 {5,(z)} 的 某 个 子 列 的 极限 函数 ,对 于 xE 
[一 xx, 几乎 处 处 满足 

or(Z) 委 万 (z) 委 wz) 
或 
TE TEP (7) 
注意 到 g(xz) 的 连续 性 ,存在 正 整数 和 Ni, 使 .zx'E[ 一 x,x] 有 


2 
| 工 Z |<A. 


lgs(z) 一 geCz) < 天 
又 定义 正 整 数 序列 AAA 一 1 而 <p 令 
N's=max{Ni,pis pa pr ,} 
设 当 /入 N 时 | 一 ge(zfwo)1< 寺 ,于 是 
XP EAET UZN',,k>1) 


有 1gt(z) 一 ro |<< 生 ,并 


| gx (zx) 一 8 (zo) | < 二 


从 而 |ge(Cz) 一 PCz)| 一 人 (一 mr<z<np>D1 ,导致 
limg, (x)=(z) 〈 一 r<z 委 r) 
也 就 是 有 
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limy (Xx)=y(x) (XrENA) 
因为 {f(zx))、{hm(X)) 为 等 度 概 钙 , 所 以 


limh,, (Xz)=y(7) (ArTEN) 
又 以 h(x) 一 Si (Xx) 二 0(1) 知 
limS, (zx) (x) ("XA) 


定理 2. 24 得 证 。 
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3 群 上 概 周期 光 数 


3.1 概 周 期 函数 定义 


概 周 期 溺 数 是 周期 旺 数 的 推广 ,是 具有 某 种 近似 周期 性 的 有 
界 连续 函数 。 

设 .Az) 为 定义 在 实数 轴 上 的 复 值 连续 函数 , 当 r 满足 

SuP |.FGz 十 一 大 z)| 委 e 

时 称 r 为 fz) 的 属于 e 的 平移 数 ; 若 任 给 s>0, 存 在 !(e)>>0 使 长 度 
为 4(e) 的 区 间 内 至 少 包 括 一 个 jz) 的 属于 e 的 平移 数 , 则 称 了 (x) 
为 概 周 期 水 数 。 显 然 , 周 期 浮 数 必 为 概 周 期 函数 。 

今 考虑 概 周 期 函数 的 自 变量 不 是 数 而 是 群 元 素 的 情况 。 

定义 3.1 设 G 为 群 ,对 zEG, 函 数 /(x) 为 复 值 。 如果 函数 族 
f(zxa)(a 通过 C) 在 整个 群 上 依 一 致 收敛 而 紧密 , 即 当 从 每 个 无 穷 
序列 /ze 7Czaz)、 中 取出 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 ,那么 Fz) 
称 为 右 概 周期 函数 。 

同 理 , 在 定义 3.1 中 把 FAza)、 jzai) 改 成 Faz)、FCaiz) ,得 到 
的 /xz) 称 为 左 概 周期 函数 。 

定理 3.1 右 ( 左 ) 概 周期 郴 数 同时 为 左 ( 右 ) 概 周期 函数 。 

证 明 : 在 群 CG 上 的 有 界 函 数 构 成 的 集合 可 张 成 一 个 度量 空 
间 ;为 此 定义 距离 

DLf(z) ,g(r)]=suplf (zr)— g(x)| 
以 f(x) 为 右 概 周期 函数 , 则 对 任意 e 汪 0, 存 在 群 G 的 一 种 有 限 e 分 
法 
G=X,UX;,U…UX, 
与 男 数 /za) (a 为 参数 ) 对 应 。 在 每 个 Xi 中 任 取 元 素 x; 并 固定 之 。 
车 任意 xEG, 则 总 有 zz 使 
suplf (roa) — f(xa)|<e 
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这 样 ACzxia)、fCzrza)、…、f(zsa) 形 成 函数 (xa)(z 为 参数 ) 的 一 
有 限 的 e。 利用 赫 斯 多 夫 定 理 知 上 述 函 数 为 紧密 的 ,表明 f(x) 为 左 
概 周期 函数 。 同 理 可 证 左 概 周 期 函数 也 是 右 概 周期 函数 。 

定理 3.2 若 Fz) 为 概 周期 函数 , 则 flarb) .flr) Bf). 
f(x-1') (a.6EG,B 为 复数 ) 为 概 周 期 函数 。 概 周期 函数 的 和 、 积 、 
一 致 极限 也 是 概 周 期 函数 。 

定理 3.3 函数 族 f(cxd) 为 紧密 的 ， 

证 明 : 设 X、X:、…、X, 为 群 G 与 族 f(xd) 对 应 的 一 _ 各 有限 
分 法 。 在 宛 ; 中 任 取 元 素 并 国定 之 。 于 是 对 任意 dE€EG, 存 在 
使 

|f (xa)—f (rd)|<e (3. 1) 

对 每 个 固定 的 j, f(zxqdj) 显 然 为 概 周 期 函数 。 这 样 函 数 族 
flcrd))(d 为 参数 ) 是 紧密 的 。 对 固定 的 j, 考虑 群 G 对 应 于 
flcxdj) 的 一 种 有 限 e 分 法 : 

G=Yn UYaU"… UY 
当 zyEY ;C=1,2,…,h) 时 
|flexdj) 一 f(zxydj) | 二 e (c 通过 GG) (3. 2) 

取 各 和 集 Y ;的 理论 多 重 交 和 集 , 即 首先 考虑 分 法 Yi.、Yw(u 一 1,2， 
kv 二 1,2, 呈 kz) ,以 及 Yu 站 Ya、Ywz 门 Y2… ,从 而 得 到 群 G 的 
一 种 有 限 分 法 ,此 法 最 多 将 群 G 分 成 所 ta 个 部 分 ;其 次 考虑 这 样 部 
分 与 Y3, (p= 二 1,2,… ,ks) 的 交集 等 ,结果 得 到 群 G 的 一 种 有 限 分 
法 ,以 Dr 表示 所 得 的 各 个 部 分 。 如 果 x、yE€ Dy, 那么 当 w( 或 v,p) 取 
某 一 值 时 ,对 每 个 j( 二 1,2,…,n), 这 两 个 元 素 属于 同一 个 集 。 依 式 
(3. 1)、 式 (3.2), 有 

czd) 一 cyd)| 委 | icrad)— fcrad,))| 
+|flcrad;))—flcyd;))|+|flcyad))— fl(cyd)|<3e 
即 Dy 形成 群 G 对 应 于 族 fczd) 的 一 种 有 限 3e 分 法 。 


3.2 平均 值 定理 


定理 3.4 设 各 有 zn 个 元 素 aj、b1。 若 对 每 个 元 素 4a; 有 许多 元 素 
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b 对 应 ,并 且 假 定 与 任意 个 元 素 aj 综合 起 来 相对 应 的 至 少 有 & 个 
元 素 妈 , 则 对 每 个 元 素 a, 可 从 与 之 对 应 的 元 素 5 中 取出 一 个 元 素 
bi;, 使 不 同 的 5 与 不 同 的 aj(1 志 j 志 nn) 对 应 。 

证 明 : 利用 数学 归纳 法 。 对 % 一 1, 显 然 成 立 。 设 对 1、2、… 
n 一 1 也 成 立 。 今 考虑 有 xn 个 元 素 的 情况 。 

命 至 少 有 7 十 1 个 元 素 6& 与 任意 7 个 元 素 aj 对 应 ,此 时 取 一 个 
元 素 aj， 并 任 选 一 对 by 与 之 对 应 。 这 样 还 有 n—1 个 元 素 aj 和 
2 一 上 个 元 素 ,而 且 至 少 有 -个 元 素 访 与 任意 7 个 元 素 aj 对 应 , 即 
对 剩余 的 元 素 定理 3. 4 的 条 件 成 立 ;因为 剩余 元 素 的 个 数 是 n 一 1， 
所 以 定理 3.4 成 立 。 

现 假定 与 某 7 个 元 素 4a,(1 志 rr 所 n 一 1) 相 对 应 的 恰 有 r 个 元 素 

,由 归纳 法 假定 ,可 在 这 些 元 素 之 间 建 立 所 需 的 对 应 关系 。 

进一步 证 明 : 对 其 他 ”一 ”个 元 素 w ,定理 3.4 的 条 件 也 成 立 。 
实际 上 , 设 与 其 他 任意 个 元 素 a; 相对 应 的 元 素 5 少 于 hh 个, 则 与 
个 元 素 ai 以 及 前 7 个 元 素 w 对 应 的 元 素 2 ,其 个 数 少 于 Ar, 这 与 
假设 矛盾 。 故 在 剩余 的 元 素 之 间 也 能 建立 所 需 的 对 应 关系 。 

定理 3.5 车 集 2Z 可 用 两 种 方法 分 成 个 部 分 , 即 Z 二 XUUX， 
UUXZ=Y,UYsU…UY,, 且 任意 7 部 分 Y; :YY YY 
本 身 不 可 能 包括 7 个 以 上 的 X;, 则 存在 一 种 指标 的 排列 1、2、… 
nn 一族 \jz、…"* 使 X， 和 Yi(i 二 1,2,…,n) 含 有 公共 元 素 。 

事实 上 , 取 第 一 种 分 法 的 各 个 部 分 作为 元 素 a;, 第 二 种 分 法 的 
各 个 部 分 作为 元 素 b)。 如 果 X 人 YY 非 空 ,那么 称 元 素 a; 与 元 素 b; 对 
应 。 今 证 :对 少 于 & 个 元 素 65; 与 任意 个 元 素 a; 对 应 。 倘若 不 如 此 ， 
也 就 是 只 有 k'(<k)6b; 与 上 个 a 对 应 ,这 表明 已 个 部 分 了 , 本 身 包括 
了 A& 个 部 分 和 ,这 是 不 可 能 的 。 

设 /xz) 在 群 G 上 为 概 周 期 函数 。 任 取 e> 之 0, 且 置 

C 一 XI UKX:U…UX。 
为 与 族 /czd) 相 对 应 的 极 小 s 分 法 。 从 和; 中 任 选 元 素 w, 并 作 平 
均值 
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Miaias，…an} 一 二 /an) 
i=1 


M{iayar yas) 由 元 素 a az、 av 的 取 法 确定 ,其 误差 不 超 
过 e。 

令 G 二 YiUY;U…UY; 为 群 G 与 函数 族 f(czd) 相 对 应 的 男 一 
个 极 少 e 分 法 。 考 虑 平均 值 


1 0 一 DA Cb; € 了) 
j=1 


而 XX,、Y; 满足 定理 3. 4 的 条 件 。 事实 上 ,如 果 有 7 个 X; 覆盖 了 7 十 s 
(s 之 0) 个 Yj;, 那 么 n 就 不 是 极 小 的 。 根 据 定理 3. 4, 在 X;、Y; 中 可 任 
选 出 公共 元 素 c1、cz、…、cn， 故 
[IM{fsarazs san} —M{fsbi,bs,""* ba) |S1 
IM{fyaisazs san) —M{ fscic2 "cn) | 十 
IM{fyciscas sen} —M{fsb1,b2s°" ba) |<2e (3.3) 
平均 值 定理 ”对 应 于 每 个 概 周 期 函数 f(x), 存 在 平均 值 
MI{f(z)} ,其 值 可 由 形 如 
/cad) 
的 式 子 对 c,d 一 致 逼近 于 它 , 且 该 值 唯一 确定 。 
证 明 : 设 f(z) 为 概 周 期 函数 ,ai 为 对 于 族 fczd) 的 极 小 e 分 
法 的 代表 ; 取 co、d。EG 为 固定 元 素 , 显 见 coXido、coX2do、**、CcoXndo 
构成 G 对 同一 族 f(czxd) 的 极 小 e 分 法 ,而 coaido 为 此 分 法 的 代表 。 
实际 上 ,如 果 zx'、x”E coXido, 那 么 存在 y 、y "EX; 使 xz 二 coy'do、 
Xx" 二 coy’do。 也 就 是 对 c.dEG， 
Ifler'ad)—f ler"d)|=|flccoy dod)— flccoy'dod)|<e 
应 用 式 (3. 3)， 


Ma 229 °° ,Qn) 一 过 Dy flcoaido) 
;1 


假定 对 于 给 定 的 >0, 可 以 找到 元 素 记 .总 EG 以 及 具 
有 下 列 性 质 的 4' 一 4 (Ce ,B11,6，,… ,bm) ,对 于 所 有 cdE€G， 
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<2e (3. 4) 


4 一 f(b) <e (3. 5) 


式 (3. 5) 表 明 对 应 于 e 之 0, 总 有 A 及 形 如 二 > febd) 的 式 了 使 
式 (3.5) 成 立 。 

在 式 (3. 5) 中 令 Z=e( 群 G 的 单位 元 素 ) ,并 且 依 次 命 c 等 于 ai、 
22 ar 扩 ER 有 


EE (3. 6) 


同 理 ,车 式 (3. 人 中 一。 并 且 傅 次 人 和 
每 个 不 等 式 且 相 加 , 则 有 
[Mf san ars ras) 
依 式 (3. 6)、 式 (3.7) 推 出 
14’—M{f;aas sa) |<2(et+e’) (3. 8) 


当 A 与 ?对 应 时 ， 
|A"—M{fyaiya2 an) |<2(e+t+e’) 


(3.7) 


因此 
14’ 一 A"| 二 4e 十 2(e' 十 e”) 
对 于 e>0, 得 
14 一 4| 委 2(e +e") (3. 9) 
注意 到 e .e" 的 任意 性 ,所 以 由 式 (3.9) 知 所 有 满足 以 上 所 提出 的 条 
件 的 一 切 4 收敛 于 同一 个 极限 , 称 这 个 极限 为 函数 .ACz) 的 平均 
值 , 记 作 MM{f(z)}。 当 se 一 0 时 从 式 (3.8) 可 有 
|[M {f(x)}—M{f;ai1sa2, as) |<2e (3. 10) 
而 e 是 任意 的 ,于 是 f(x) 的 平均 值 是 唯一 的 。 
概 周 期 函数 的 平均 值 具 有 如 下 性 质 : 
(1) M.{Bf(z)}=BM, (f(r)}; (8 为 复数 ) 
(2) M.{f (zx)+g(z)}=M, (f(r)}+M,{g(r)); 
(3) M.{1}=1; 
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(4) 若 在 群 G 上 f(z) 之 0,; 则 M-(ACz)) 之 0; 若 除 此 之 外 
f(r)A0, 则 M,{f (zx)}>0; 

(5) |[M,{(f (zx)} EM,{|f (rx)|}; 

(6) M,{f(z)}=M(f (x)); 

(7) M,{f (xa)}=M,{(f(ar)}=M,(f(zr)}; (a€G) 

(8) Mi.{f(x 1)}=M,{f(r)}, 

事实 上 , (1)、(3) 和 (C4) 的 前 半 部 分 以 及 (5)、(6)、(7) 可 从 


二 > flcasq) 的 极限 这 个 定义 获得 . 今 证 (8)。 设 fCcard) 收 全 
于 M.{f(z)), 将 c.d 换 成 1.d-1, 这 样 得 到 形 如 二 >》) fc-'ad-') 


一 上 /LCdaric)-，] 的 式 子 , 据 此 定义 FCz-) 的 平均 值 。 


先 证 (2)。 考 虑 对 应 于 函数 族 f(crd)、g (cxqd) 的 一 种 共有 的 e 
分 法 ,从 中 选 出 极 小 的 分 法 ,并 作出 M;{f (zx)}、M, (g(x)}、 
M,{f(z) 士 g(x)}, 且 有 
M{f (x)+tg(r)}=M, (f(x)}+tM, (g(r)) 
因为 平均 值 的 唯一 性 ,所 以 (2) 成 立 。 再 证 (4) 的 后 半 部 分 。 设 


f(x) 实 0, 并 有 元 素 x,EG 使 (zo) 之 B>>0. 令 se 二 广 B, 又 设 f(zai)、 


《xaz)、……、f(xa,) 为 族 flza) 的 一 个 有 限 的 e, 也 就 是 对 应 于 每 个 
aEG, 总 有 一 个 元 素 wa， 使 


|f (xa)— f(xai) |<58 
当 x= 二 xoa7! 时 ， 
[froar a) — fre) |<58 


从 而 f(zoar'a) 之 广 B, 于 是 对 任意 a€G， 


go) = froar +f lzoar a) t+ f(zoar!ia)>3B 


对 a 求 平均 ,再 依 (1)、(2)、(7) 及 (4) 的 前 半 部 分 ， 
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Mtf(z)}> 才 >0 


定理 3.6 概 周期 函数 的 平均 值 (1)、(2)、(3) 和 (4) 的 前 半 部 
分 以 及 (7) 可 唯一 地 确定 平均 值 。 

证 明 : 设 有 适合 定理 中 所 列 条 件 的 函数 1M',{f (zx)) ;根据 (1)、 
(2), 不 失 一 般 性 , 取 / (zx) 为 实 概 周 期 油 数 。 任 给 e 二 0, 又 设 


二 2 feaid) 符合 


M{f(z))} — ~— FR/ < {f(z)}+e 


式 中 4 为 群 的 单位 元 素 。 jm 当 作 自 变量 ， 对 < 取 平 均值 M ,由 (7) 
知 

Mf (rz)}—eEM (fr IEMAf (zr)} 十 
注意 到 e 的 任意 性 ,AM {f(zx)) 一 M{f(z))}。 


3.3 和 群 的 酉 表示 


定义 3.2 设 矩 阵 g(z) 一 {g(x)), 其 元 素 zEG( 群 ) 的 函数 。 
如 果 

(1) gle) 二 ,而 e 为 G 的 单位 元 素 ,T, 为 7 阶 单位 和 矩阵; 

(2) g(xy)=g(zx)g(y), 而 ZYEG:; 
那么 称 g (xz) 为 群 G 的 线性 表示 , 称 7 为 表示 的 阶 。 

定义 3.3 设 g(zx)、g' (x) 为 群 G 的 两 种 表示 ,其 阶 均 为 -。 若 
存在 一 个 ~ 阶 的 常数 矩阵 4, 使 

gz) 一 4-1gCz)4 

则 称 g(Cz)、g'(Cz) 等 价 表 示 ; 当 g(z) 为 酉 矩阵 时 称 线性 表示 为 西 表 
不 。 

可 以 证 明 ; 酉 表示 的 元 素 gw(z) 为 概 周 期 函数 。 事 实 上 , 依 西 
和 矩阵 的 性 质 ， 


Dle, (x) | 一 (1 = 1,2,.,7) 


于 是 对 所 有 i、j， ,g(a) |<1. 另外 ， 
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gij(ax) 一 Vga gy) 
又 对 任意 a， |gisCa) | 委 1 , 故 族 gj (az) 为 紧密 的 。 定理 3.6 若 表 示 
8g(X) 一 {gi(X)}) 的 元 素 gjj 为 一 致 有 界 , 则 存在 和 g(x) 等 价 的 酉 表 
示 。 取 

A; 一 M, { Dgilz) gi C7)} 
为 常数 矩阵 A 的 元 素 。 显 见 4; 一 4 , 即 和 矩阵 4= (4 为 埃 尔 米 特 
的 。 其 次 对 于 满足 2 | 思 |>>0 的 任意 复数 办 ,加 、…、 九 , 有 


> [Dj gu) ga Cz) |9:7, 一 2 | 2 gi C7) | 之 0 
求 z 的 平均 值 
b> Ai17; > 0 
表明 4 为 正定 埃 尔 米 特 和 矩阵 。 于 是 存在 常数 西 矩 阵 吕 ,使 
U AU = (4,6.) 
式 中 义 二 0,6i 为 克 罗 内 克 张 量 。 对 矩阵 


T= (VA) 
易 知 
UAU=T? 
而 
A=UT?UT= (UTU TI) (UTUT')=BB 
B 为 埃 尔 米 特 矩 阵 。 由 平均 值 的 不 变性 ， 


A 一 .1 Splaz) gazr)) 
k=1 
= M{ > [Dg ogcr) || > gi a) grer) |) 
， k=1 io=! jo=1 
一 了 78 (a) gi a) A 


in»Jo 
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也 就 是 4 二 g(a)Ag* (a) ,而 共 斩 矩 阵 g (4) 一 {gi(a)) ,或 
BB=g(a)BBg* (a) 
B lig(a)BBg’ (a)B ‘=1, 
推出 
[Big(a)BILB g(a)Bj’=1, 
即 与 g(a) 等 价 表示 B 'g (a)B 为 西 表示 。 

定义 3.4 设 X 为 ”> 维 向 量 空间 7 中 的 线性 变换 组 成 的 集合 。 
如 果 空 间 Y 有 一 个 * 维 (0<s<r) 子 空间 $ 对 于 XX 中 的 所 有 变换 不 
变 ,那么 称 XX 为 可 约 集 ;否则 称 X 为 不 可 约 集 。 

在 Y 中 选取 确定 的 坐标 ,于 是 X 中 的 每 个 变换 对 应 一 个 矩阵 。 
以 Y 表达 所 有 这 些 组 成 的 集 , 由 XX 的 可 约 性 或 不 可 约 性 , 称 矩 阵 集 
Y 为 可 约 的 或 不 可 约 的 。 令 和 为 可 约 的 ,在 空间 中 选取 坐标 ,使 
前 :个 坐标 轴 在 S 内 , 故 每 个 矩阵 4EY 的 形式 为 
a 0 
0 ce 
式 中 na 为 阶 方 阵 c 为 7 一 s 阶 方 阵 。 

取 d 的 共 示 矩阵 4" ,与 4 对 应 的 变换 . 广 使 空间 Y 的 一 *( 六 0) 维 
子 空间 S' 不 变 。 现 证 :车 矩阵 集 Y 为 可 约 的 , 则 共 斩 和 矩阵 集 Y* 也 是 
可 约 的 。 和 矩阵 zxEY 可 能 无 式 (3. 11) 的 形式 ; 当 应 用 特殊 方法 选取 
坐标 轴 时 就 可 得 到 形 如 式 (3. 11) 的 矩阵。 这 表明 存在 常数 矩阵 了 ， 
使 Tz7T !'=x' 均 有 式 (3. 11) 的 形式 。 考 虑 共 轿 矩阵 ,就 有 (T7 0” 
ZX*T' 二 zx" .zx "二 TT*x “(TT1)*'。 因 为 矩阵 zx“ 使 某 个 子 空间 S' 不 
变 ,所 以 矩阵 zx* 也 使 某 个 子 空间 S" 不 变 ,表明 Y 为 可 约 的 。 

用 了 为 空间 Y 中 的 西 变换 , 它 对 应 的 矩阵 为 4。 命 使 某 S 维 
子 空间 S 不 变 。 以 S' 表 示 和 空间 S 中 向 量 正 交 的 一 切 向 量 张 成 的 
r 一 s 维 子 空间 ,注意 到 f 为 酉 变换 ,从 而 正 交 向 量 在 变换 后 变 成 正 
交 向 量 ,也 就 是 子 空间 S' 也 对 于 了 不 变 。 在 Y 中 取 一 个 正 交 集 ,使 
前 ~ 个 坐标 轴 在 $ 内 ,其 他 的 在 S' 内 。 在 新 基 中 形 如 

， a 0 
;| 


d= (3.11) 


d'= 
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的 和 矩阵 4d' 与 变换 了 对 应 ,而 a 为 阶 方 阵 、.2 为 > 一 阶 方 阵 ,上 是 4' = 
7Td7- ,这 里 了 为 本 矩阵 。 

置 g(z) 一 {gw(7z)) 为 群 G 的 可 约 西 表示 ,由 前 述 知 存在 常数 
西 和 矩阵 了 了 ,使 k(x) 二 Tig (zx)T 有 如 下 形式 
8 (Xx) 0 

0 ce 

其 中 g' (x)、g”(zx) 为 酉 矩阵 ,显然 g' (xz)、g”(zx) 也 是 G 的 表示 ,这 样 
表示 g(x) 可 分 解 g' (zx)、g”(x)。 若 g' (Xx)、g”(z) 可 约 , 则 还 可 将 其 
分 解 , 于 是 群 G 的 每 个 有 限 西 表 示 可 以 分 解 为 有 限 个 不 可 约 的 本 
表示 。 . 
舒 尔 定 理 设 {4)、{B) 分 别 为 m 阶 .n 阶 和 矩阵 集 ,P 为 mXn 
矩阵 , 令 


cr) -| 


{A}P=P{B} (3. 12) 
即 对 每 个 矩阵 zaE {4}), 总 有 一 个 矩阵 5E€ {B)} 对 应 ,使 4P= Pb; 反 
之 ,对 每 个 矩阵 bpE {B), 总 有 一 个 矩阵 a€ {4} ,使 aeP==Pb。 在 这 些 
条 件 下 有 两 种 可 能 :或 P 的 所 有 元 素 均 为 零 , 或 m 一 n 日 detP 取 0。 
证 明 : 设 P 一 {pi) ,pik 一 1,2,… sn) 表示 以 pis、pzs、…、pmt 为 
坐标 的 向 量 ,以 S 表示 由 向 量 p1、ps、…、p; 所 张 成 的 m 维 向 量 空间 
的 线性 子 空间 。 今 证 S 对 于 集 {4} 中 的 所 有 变换 不 变 。 取 a= {a} 

E {4A), 而 5 为 {8B} 中 适合 
aP=P6 (3. 13) 

的 矩阵 。 命 g 一 cap， 


I=1 


式 中 i 一 1,2,… ,mk 二 1,2,*** ,no 由 式 (3. 13)， 


git 一 2 ps DA 
于 是 向 量 g 的 坐标 可 用 pi、ps、*…、ps 的 坐标 线性 表示 ,从 而 geE.9。 
因为 {4} 不 可 约 , 所 以 S 的 维 数 或 为 零 或 为 m。 在 第 一 种 情况 下 p= 
0, 这 样 矩 阵 尸 的 元 素 为 零 ; 在 第 二 种 情况 下 pi、ps、…、p, 中 恰 有 nm 
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个 线性 无 关 ,P 中 有 mx 列 线性 无 关 。 据 此 ， 
7 之 7 (3. 14) 
由 (4)、{B} 中 的 转 置 矩 阵 构 成 的 矩阵 集 记 作 44)、{B})', (4)'、 
{B)' 为 不 可 约 的 。 又 P' 表示 PP 的 转 置 和 矩阵 , 依 式 (3. 12) 知 
{(B}'P':=P' (A} 
同 理 可 证 :或 P' 的 所 有 元 素 为 零 ,或 已 中 有 2 列 线性 无 关 。 从 
第 一 个 假设 将 无 新 结果 ;从 第 二 个 假设 导出 P 中 有 4 行 线性 无 关 ， 
即 4 志 m。 结 合式 (3. 14) 得 n= 二 m, 且 detP 关 0。 
设 {4}) 为 r 阶 方 阵 组 成 的 不 可 约 集 。2 为 > 阶 方 阵 , 且 其 对 {4} 
中 的 所 有 方 阵 都 是 置换 的 ,依据 这 些 条 件 b 二 BI,, 而 B 为 复数 ,7 为 
7 阶 单位 矩阵。 
实际 上 , 取 和 矩阵 xz 一 2 一 67 ,8 为 方程 
det (5b— BI,)=0 
的 根 。 显 然 a 对 {4} 中 的 所 有 和 矩阵 也 是 置换 的 ,从 假设 有 deta= 二 0， 
根据 舒 尔 定理 知 矩 阵 a 的 一 切 元 素 为 零 。 
如 果 {4}) 为 两 两 置换 的 矩阵 构成 的 不 可 约 集 ,那么 {4} 中 的 所 
有 和 矩阵 都 是 一 阶 的 。 
定理 3.7 若 g(z).h(zx) 为 群 G 的 两 种 不 可 约 的 ,不 等 价 的 m 
阶 ,n 阶 西 表示, 则 
M,{gi(z)hu(r)}=0 
式 中 zi、 7 一 1,2， msk[ 二 1 ,2,*… ,Nn。 
证 明 : 以 5 表示 mXn 常数 矩阵 。 置 
a(z)=g(zr)bh (zx!) a=M, {a(x)} 
从 平均 值 的 不 变性 ， 
glYah(ly ) 一 MgCy)gCz)pRCz hy 1)} 
=M,{g(yr)bh[L (yz) !])=M,{a(yr)}=a 
因此 g(y)a 一 ah(y); 由 舒 尔 定 理 知 存在 两 种 情况 ， 
(1) m 二 n 且 deta 关 0, 此 时 h(y) 二 a !'g(y)a, 表 示 g(z) 和 表示 
AZ) 为 等 价 的 ,这 与 假定 矛盾 。 
(2) 抑 阵 a 由 零 组 成 ,对 任意 常数 矩阵 0， 
79 


M{g(r)bh(x 1')}=0 
对 5: 在 第 j 行 .第 ! 列 处 的 元 素 为 1, 其 余 为 0, 推 出 
M,{gi(x)hu(r)}=0 
而 ;一 1,2，… ,mm 让 一 1,2， sn。 
定理 3.8 若 g(z) 为 群 G 的 > 阶 不 可 约 表 示 , 则 


M. {gy(x)gtz)}— 1 


六 
M{gy(X)gu(z)) 一 0 〔〈 当 ;it 或 7 一 (时 ) 
证 明 : 用 2={25)} 表 示 - 阶 常数 方 阵 , 记 
a(r)=g(zx)bg (zx ID) a=M,{a(zx)} 
注意 到 平均 值 的 不 变性 ， 
gl(y)agly ')=a 


或 
gl(y)a=ag(y) 
应 用 舒 尔 定理 ,a 二 Bl,, 有 
Mlg(r)bg (x ')}=BI, 
为 了 计算 8, 考虑 上 式 两 边 的 迹 有 M, (Lg (x)bg (zx)]}) 二 Br, 故 


8 一 sp(5)。 命 6 中 在 第 j 行 .第 / 列 处 的 元 素 为 1, 其 他 为 0, 于 是 
sp() 一 6, 从 而 
M. {gu (2) Bat))} = Od 


今 将 群 G 的 一 切 不 可 约 丁 表示 组 成 的 集合 分 类 ,使 等 价 的 表 
示 为 一 类 ;从 每 一 类 中 任 选 一 个 表示 组 成 集合 S。 设 g(x)= 
{gij(z)}ES,f(z) 为 G 上 的 概 周期 也 数 。 和 矩阵 

A= {aj}=rM,{f (rx)g' Cr 1)}=r(M,Lf x) gi (x)1} 

称 4 为 f(x) 的 健 里 叶 和 矩阵 ;这 里 g'(z) 为 矩阵 g(x) 的 转 置 矩阵 。 

利用 定理 3.7, 定 理 3.8 知 ,在 S 中 不 同和 矩阵 内 以 及 同一 个 和 矩 
阵 内 的 函数 gij(z) 相 互 正 交 。 这 样 对 应 于 每 个 概 周 期 函数 f(z) ,最 
多 有 可 数 个 7r;、… 阶 矩阵 g, (zx) 一 {g 信 (x)}E5, 对 于 它们 ， 
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7(z) 的 很 里 叶 矩 阵 为 非 零 矩 阵 。 取 f(z) 的 伟 里 叶 级 数 
f(x) ~ 3 5 leg 有 一 > 元 sp[4。 gs(z)] (3.15) 
使 用 贝 塞 尔 不 等 式 ， 
> £3 ar = Dep, 47) < M.A)) 


(3. 16) 
其 中 4, 的 共 轿 矩阵 A; 一 (2 名) 。 
唯一 性 定理 ” 若 ./z) 为 概 周 期 函数 , 且 对 &g(z)ES 和 傅 里 时 矩 
阵 为 零 矩阵 , 则 /z) 恒 为 零 。 
当 式 (3.16) 中 取 等 号 时 , 称 之 为 巴 舍 法 等 式 , 巴 舍 法 等 式 等 价 
于 唯一 性 定理 。 


3.4 近似 定理 
设 g1(z)、gz (XT)、…、gn(x) 为 群 G 的 ri、r;、… rw 阶 西 表示 ， 
Bi、Bs\'** Bn 为 任意 x1、r。、…、 LO 阶 常数 和 矩阵， 而 有 限 和 
PNv(Cz) = Dspts, g(x)) 


PCz) 为 在 G 上 的 概 周 期 函数 ， 如 果 有 限 和 序 字 列 在 G 上 一 致 收敛 ， 
那么 极限 函数 也 是 概 周 期 函数 。 

近似 定理 ” 设 /z) 为 在 群 G 上 概 周 期 函数 , 任 给 s>0, 存 在 有 
限 多 项 式 


N 
Puw(z) = Dsp{(Bl gi(x)} 
a=1 
适合 
sup|f (zr)—Pa(z) | 到 se 


式 中 &x(z) 为 G 的 rs 阶 不 可 约 酉 表示 ,B? 为 六 阶 常 数 矩 阵 。 
证 明 : 取 
g(x)—sup [fxr)— f(r)| 
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进一步 证 明 g (Cx) 为 概 周 期 函数 。 设 群 G 二 zi UzxzU… Ux 为 对 应 
于 函数 族 f(zxa) (a 为 参数 ) 的 一 种 有 限 s 分 法 。 因 为 对 EC， 
g(xa)=sup [fxrar)— f(r)| 一 su | 7Czr) 一 Fa lir)1 
所 以 对 也 、EzG 一 1 2 72)， 
|g(x"a)— g(x'a) | 一 su |fCx"r)— f(a ir)| 

一 sup [flx'rt)— f(a 7) |<sup [f(x"r)— fxr) [<e 

据 此 ,g (zx) 具有 概 周 期 性 。 关 于 函数 gp.(v)(v 之 0)， 
ro (0O<o<e) 


0 (v>0) 
记 
(7 = Wp) ; 
由 于 gLg Ce)]==9(0)==1, 因 此 qiLg (x)j] 为 不 恒 等 于 零 的 正 概 周期 
函数 。 但 M,{9eLg (zx)j) 关 0,Ye(zx) 存 在 并 为 在 G 上 的 概 周 期 函数 。 
现 考虑 了 注 数 


fz)=M,(f (yru ')} 
以 证 明 : 当 峭 Czr 天 0 时 
|f (zx)—f (7)|<e (3.17) 
事实 上 ,如 果 y.Czr 1) 隆 0, 那 么 geLg (lzr !)j] 关 0, 即 g(xr < 及 
sup |f zxr lu) — fu) |<e 
把 zx 变 成 &， 
sup |f (zu)— fru)|<e 
通过 x=e 就 得 到 式 (3.17)。 因 为 M.{yeCxr ')} 二 1, 所 以 f(x) 二 
M.{f(z)y(xr !)) ,表明 
fz)— fxr)=MALf zr)— fOr) plzrr ')} 
利用 式 (3.17) 可 推出 估计 式 
[flr)—f EMAIf Df) gzrr ee (3.18) 
依 巴 售 法 等 式 
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oo 


f(z) ~ >， Tsp{ Ang (z)) 


n=1 


取 7>0 及 正 整 数 和 NN 二 NN (7) ,使 下 式 成 立 
> Tsp{A,A; ) =7 (3. 19) 


n=N+1 7 
置 
| 
Sn(z) = > Fsp{Agsr)) rw(z) = f(r) — Sn(z) 


r=1 


由 巴 合法 等 式 ， 
Me(lrw(z)|2) = >， 二 sp(C4.47 ) < 了 7 


n=N+1 
但 
ft) MAf lr)) MSN YCer))}+ 
M. {ry (rler!)) 
N 
= > LspLAM. {gir dylr))giCz)] + 


M.{rn (Tyrr ')}=P.(r) + RA) 
这 里 P.(zx) 为 有 限 多 项 式 ; 今 估计 余 项 R%(x)。 利 用 柯 西 不 等 式 和 
式 (3. 19), 得 . 
[Ry C7) | EM,{ ry) |}M.,{g rr !)} 
IM A Te (3. 20) 
只 需 
E2 
TMG 
综合 式 (3. 20) , 式 (3. 18) ,推出 
|f (zx)—P.(x)|<2e 
注意 到 的 任意 性 , 故 近 似 定理 得 证 。 


3.5 紧密 群 


定义 3.5 设 群 G 为 拓扑 空间 ,车 在 G 上 的 乘法 运算 对 于 所 考 
虑 的 拓扑 结构 是 连续 的 , 则 称 G 为 拓扑 群 。 
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定义 3.6 设 函 数 /z) 在 拓扑 群 G 上 给 出 。 若 任 给 s>>0, 总 有 
单位 元 素 eEG 的 邻 域 W(e) 使 G 中 满足 a6-!1EW 的 元 素 4a.6 适合 
sup |f lxza)— f(xb)|<e 

则 称 Az) 为 在 G 上 的 一 致 连续 函数 。 

可 以 证 明 ; 当 概 周 期 函数 了 (x) 在 群 G 上 连续 时 它 也 一 致 连 
续 。 否 则 就 有 

(1) 一 个 固定 的 正 数 8; 

(2) G 中 的 单位 元 素 e 的 邻 域 组 成 无 穷 序 列 W,、W，、…:* 并 收缩 
于 e; 

(3) G 中 元 素 对 构成 无 穷 序 列 (a1,a1) EWi、 (as,a2) € Wi、 
… ,使 对 所 及 n， 

sup [fxa)— f(zxa,)|>B 


或 

sup|f (xax'a’)— f(zx)|>B8 (3. 21) 
因为 根据 假定 ,f(x) 为 概 周 期 函数 ,所 以 从 序列 

COzarla5) (n=1,2,") (3. 22) 


中 可 选 出 一 个 一 致 收 伍 的 子 序列 ,不 失 一 般 性 , 取 式 (3. 22) 本 身 收 
人 敏 。 当 >coe 时 zzrla', 一 e, 于 是 下 列 极限 在 整个 群 上 一 致 成 立 
flxaila,) f(r) (3. 23) 

表明 式 (3. 23) 与 式 (3. 21) 矛 盾 。 

如 果 G 为 拓扑 群 , 概 周期 函数 f(x) 在 G 的 拓扑 结构 上 连续 , 那 
么 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 中 所 包括 的 不 可 约 表示 的 元 素 在 G 的 拓扑 
结构 上 也 连续 。 

记 g(z) 一 M,{f (ry)f(y)), 今 证 g(x) 在 群 G 的 拓扑 结构 上 连 
续 , 实际 上 ,因为 (xz) 为 连续 的 、 概 周期 的 ,所 以 它 是 一 致 连续 的 。 
或 者 说 , 任 给 e 汪 0, 存在 G 的 单位 元 素 的 邻 域 W 二 W(e) ,使 对 zx'、zx" 
EW, 有 

sup [fx'y)— fr"y) |<e 
或 
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lg(x')—g(zx’")|<e sup |f Cy)| 
表明 g (zx) 为 在 G 上 的 连续 函数 。 
对 于 g(x) 的 健 里 叶 级 数 , 当 


flz) ~ 5) Fsp{A,gs Cz)) 


A 


时 ， 
g(x) ~ >) Lsp{B.g;(z)) (3. 24) 


式 中 B, 一 A,A; gz) 一 (8 人 (xz))。 置 


PCz) 一 Dagp ee) G = 12 7,) 


任 取 函数 9; Cx) 为 积分 方程 

Aopi(r)—=M,(g(ry ')9i(y)} (3. 25) 
的 特征 函数 ,而 如 关 0,1 二 1 ,2,*… ,7,。 为 了 确定 w .在 式 (3， 25) 中 
代入 g(x) ,得 
M,{g(ry ') 2 %8) (3%)) = M,{g(y) Dagi(y 7x)} 


;=1 
=M ecoo 2 ,Da oda D(x)) 


r, 


一 Sa ,Fg (aM, {gC(y) gH Cy))} 


j=1 k=1 


二 > OK Spam (Xx) 一 Mo 3 ajgy (x) 
A=1 j=l 和 1 


里 2 为 矩阵 吾 . 的 元 素 。 作 为 不 可 约 表示 的 元 素 , 函 数 g 和 多 (z) 是 
正 交 的 ， 从 而 线性 无 关 。 从 gf? (zx) 的 系数 出 发 可 有 线性 方程 组 


3 一 Na; (3. 26) 
£1 


因为 B, 为 非 零 埃 尔 米 特 和 矩阵 ,所 以 在 B, 的 特征 值 中 可 以 找到 不 等 
于 零 的 数 。 式 (3. 26) 表 明 为 B; 的 特征 值 。 命 如 关 0、(ai,as，,…， 
85 


ws, ) 为 式 (3. 26) 的 非 零 解 。 


函数 w(Cz) 一 > oajg 和 8 (xX) (i=1, 2，' "or ) 为 式 (3. 25) 的 非 零 

解 。 注意 到 g(z) 的 连续 性 和 概 周 期 性 ,g (x) 为 一 一 致 连续 ,结果 
w(z) 是 连续 概 周 期 函数 。 依 g 久 (z) 的 正 交 性 ,有 
0 (DD 

M,.{9i(X) (XT)} = | 他 (3. 27) 


2 GD 
另外 ， 


PCzy) = Pag (ry) 一 Do Da nal ?(y) 
j=1 k=1 


一 Sg yp.lz) 
用 8w(Cz) 乘 上 式 , 并 对 z 取 平均 值 ,由 式 (3. 27) 得 
M, {g(xy) 页 Cz7) 一 [二 la ?| gl Cy) 

利用 上 式 且 结合 mw(z) 的 连续 性 和 概 周 期 性 可 知 g(x) 连 续 (i、j 
一 1,2，…7r)。 

如 果 G 为 阿 贝 尔 群 ,那么 由 舒 尔 定理 知 不 可 约 西 表示 为 一 维 
的 。 此 时 傅 里 叶 级 数 可 表达 成 

fr) ~ >)aXCz) a,= M{(f(z) Xz)} 


其 中 群 G 的 特征 X,(z) 符 合 ， 
(1) X.(e)=1; 
(2) |X.(z)|=1; 
(3) X,(zy)=X, (TX,(y), 


而 巴 会 法 等 式 变 成 > la.1? 二 M.{|1f(z)1?} 。 若 G 为 交换 拓扑 


群 , 又 概 周期 函数 f(z) 在 此 拓扑 结构 上 连续 , 则 特征 X,(z) 是 连续 
函数 。 
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定义 3.7 给 定 群 G 中 的 一 个 元 素 序列 ai az、…。 若 存在 CG 的 
单位 元 素 e 的 邻 域 序列 UU，、… 使 

(1) a.€EU,; 

(2) 所 有 UU 的 交集 等 于 es 
则 称 序 列 c ar、… 收 敛 于 e。 

定义 3.8 如 果 元 素 序列 azrla 收敛 于 群 G 的 单位 元 素 e(aE 
C) ,那么 称 元 素 序 列 a .az、… 收 敛 于 a。 

定义 3.9 考 在 拓扑 群 G 元 素 组 成 的 每 个 无 穷 序 列 中 可 以 选 
出 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 , 则 称 G 为 紧密 群 。 

定理 3.9 在 紧密 群 上 的 每 个 连续 函数 为 在 该 群 上 的 概 周 期 
函数 。 

证 明 : 设 G 为 紧密 群 ,f(z) 为 在 G 上 的 连续 函数 ,而 aj、as、… 
是 由 群 中 元 素 构 成 的 一 个 序列 。 现 证 :从 函数 序列 f(alx)、f(asx)、 
… 中 可 取出 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 。 因 为 G 为 紧密 群 ,所 以 从 a1、 
4s、… 中 可 选 出 一 个 一 致 收 化 的 子 序列 。 不 失 一 般 性 , 设 序列 a, 本 
身 收敛 并 以 a 表示 a 的 极限 元 素 , 于 是 下 列 极限 在 G 上 一 致 成 立 

limf (a,z)=f (ax) 

假如 不 是 这 样 , 可 以 指出 : 

(1) 一 个 固定 的 数 8 二 0; 

(2) 一 个 无 穷 递 增 的 正 整数 序列 mm .ms 、…: 

(3) 由 群 G 中 元 素 构成 的 一 个 无 穷 序 列 zi zs、… 使 对 &( 一 1， 
2,…) 下 式 成 立 

[flas rz) — flari)|>B (3. 28) 

由 于 G 为 紧密 群 ,因此 从 无 穷 序 列 x 中 可 选 出 一 个 一 致 收敛 的 子 
序列 。 

不 失 一 般 性 , 设 序列 zx 本 身 收敛 .以 ze 表示 zz; 的 极限 元 素 . 注 
意 到 f(z) 的 连续 性 ,对 式 (3. 28) 取 极限 ,这 样 

lim [f(a zi) —f lar) |= [flima, zr) — fla limz) | 二 6 守 0 
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不 过 这 是 不 可 能 的 ,定理 得 证 。 

紧密 群 的 线性 表示 理论 与 希 尔 伯 特 第 五 问题 有 关 。 希 尔 伯 特 
第 五 问题 : 设 拓扑 群 G 的 单位 元 素 e 存在 与 欧 几 里 德 空间 的 7 维 球 
同 胚 的 邻 域 ,判断 在 此 条 件 下 G 是 否 为 李 群 。 
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4 准 解析 函数 的 微 积分 


4. 1 准 解析 函数 定义 
准 解 析 函 数 是 解析 函数 的 推广 ,属于 广义 解析 函数 。 
4. 1.1 生成 元 


对 于 线性 偏 微分 方程 
LiCryy)p 十 4i(Zyy)2sy 十 4s(Czyy)Pyy 十 
Li(zyy)9 十 4r(Czy)02 十 4Czy)9 一 0 (4.1) 
经 过 变换 , 式 (4. 1) 可 变 成 
Ps 十 2 十 BCzyy)9z 十 再 (zy)2 十 BCzy) 一 0 (4.2) 
称 式 (4. 1) 为 椭圆 型 偏 微分 方程 ;如 拉 普 拉 斯 方程 ， 
zz 二 +Pyy—=0 (4. 3) 
式 (4. 3) 的 解 是 解析 函数 f(z) 的 实 部 。 
设 z 二 x 十 iy 一 十、z 二 着 十 了、w 二 ww 十 iv、…, 偏 导 以 下 标 


表示 。 定 义 形式 偏 导 苞 、 这 的 关系 


2 = wr i wy 250i = wi wy (4. 4) 

偏 导 w、ws 存 在 必须 且 只 须 w;、w, 存在 。 注 意 
w= [LCst oy) —iCuy vs)] (4. 5) 
os 一斑 [Ce 一 ww) 十 icxo 十 oo (4. 6) 


这 些 算 子 关于 和 、 积 等 运算 如 同 普通 导数 。 

用 DD 表示 的 区 域 为 连通 开 集 (在 平面 内 ),D 的 闭 包 由 DD 表示 、 
边界 由 D' 表 示 。 如 果 DD 有 界 且 D' 由 有 限 条 逐 段 连续 可 导 的 简单 闭 
约 当 曲线 组 成 ,那么 称 DD 为 正则 的 。 

对 于 函数 w(z) 以 及 常数 天 汪 0.0 二 a 过 1 为 两 个 常数 , 若 
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lw(z) 一 ww(zo)| 委 |z 一 zl, 则 称 它 在 ze 处 适合 具有 天 、a 的 赫 尔 泰 
条 件 ; 若 函数 在 集合 Q 的 所 有 点 适合 具有 相同 的 天 、a 的 赫 尔 泰 条 
件 , 则 称 它 在 2 上 适合 一 致 赫 尔 泰 条 件 ; 若 在 区 域 D 内 的 函数 在 每 
个 区 域 D, .万 ED 适合 一 致 赫 尔 泰 条 件 , 则 称 它 在 D 内 是 赫 尔 泰 
连续 的 。 

定理 4. 1 如 果 存 在 导数 


Ww (2Z) —rw (zo) 


to (zo) 一 im Zz, (4.7) 

那么 zw:(zo) .wz (zo) 也 存在 , 且 
wa(zo)—=0 (4. 8) 
wz (Z0) =vw (zo) (4. 9) 


当 w.(z)、wz(z) 在 zo 的 邻 域内 存在 与 连续 又 式 (4.8) 成 立时 式 
(4. 9) 存 在 。 

在 式 (4.7) 中 忆 (zo) 为 复 常 数 , 四 (zo) 一 1。，1 十 pi AUA 为 实 
常数 )。 今 以 F(z)、G(z) 替 代 1.i 并 假定 这 些 函 数 均 定 义 在 某 个 区 
域 D, 内 (DCD,) 

Im[ F(z)G(z) |>0 
即 对 zoED, 可 以 找到 唯一 的 实 常 数 对 加 、pe 使 
vw (zo)—= MAF zo) poG (zo) 
当 存 在 有 限 极 限 
wz)—AF (zz)— poG (z) 


之 一 Z&0 


(4. 10) 


w (zo0) = lim 
zzo 


时 称 w(z) 在 zo 处 具有 (FF,G)- 导 数 w(zo)。 
邻 F.(z)、Fi(z)、G.(z)、Gs(z) 存 在 并 赫 尔 泰 连续 ,满足 上 述 情 
况 的 函数 对 称 作 在 D, 内 的 生成 对 。 对 固定 的 zo, 记 
W(z)=w (z)—NhF(z)— poG(z) (4.11) 
式 中 实 常 数 如 、po 依 
W(z0o)=0 (4. 12) 
唯一 确定 。W (z) 有 连续 偏 导 当 和 且 仪 当 w(z) 具 有 连续 偏 导 ,ww (zo) 
存在 当 且 仪 当 W'(zo) 存 在 。 如 果 Wi'(zo) 存 在 ;那么 包 (zo) 一 
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W'(zo)。 利 用 定理 4.1, 就 式 (4.10) 的 存在 性 而 言 ,W.(zo)、 


Wlzo) 存 在 同时 和 方程 
Wa(zo)=0 


(4. 13) 


为 必要 条 件 , 而 W.(z)、Ws(z) 在 |z 一 zo|<<r 内 存在 又 连续 以 及 式 


(4. 13) 却 是 充分 条 件 。 注 意 到 
wlz) wlzo) wlzo0) 
F(z) F(zo) F(zo) 


W(z) = Glz) Gl(zo) CCzo) 


F(zo) F(zo) 
Glz0) G(zo) 


故 式 (4. 13) 可 表达 成 


Wi(20) Wlz0o) wlzo0) 


F(zo) Flzo) F(z0o)|=0 


Gilzo) G(z0) G(z0) 
若 式 (4.10) 存 在 , 则 


Wi(Z0) Ww(zo) wlzo) 


F,(zo) F(zo) F(z0) 


G,(zo) G(z0) G(zo) 


vw (zo) 一 一 
F(zo) F(zo) 
G(zo) G(zo0) 
为 方便 , 置 
FFC 一 PC FG;—F;G 
“FGFEG ~ FCFG 
FG.—F.G FG,—F.G .. 
FG—FG ~ FG—FG 


(4. 14) 


(4.15) 


(4. 16) 


(4.17) 


称 a(z)、b(z)、A(z)、B(z) 为 生成 对 (F,G) 的 特征 系数 ,这 样式 


(4.15)、 式 (4.16) 可 写成 
ws—=aw+ obw 


w=w,— Aw— BT 


(4. 18) 
(4.19) 
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定理 4.2 ”车 多 (zo) 存 在 , 则 在 zo 处 w:、ws 存 在 且 式 (4. 18) 、 式 
(4. 19) 成 立 ; 若 w,.wi 在 zo 处 的 某 个 邻 域内 存在 且 连 续 , 式 (4. 18) 
在 z。 处 成 立 , 则 vw 《zo) 存 在 且 式 (4. 19) 成 立 。 


注意 F(z).G(z) 具 有 (F,G)- 导 数 , 刻 二 CG 二 0, 而 
Fi=aF+bF Gi=aG+bG 


(4. 20) 
F.=AF+BF G,.= AG++T+ BG 
与 式 (4. 18) 等 价 的 实 方程 组 为 
工 yy 一 a 
1 也 ,一 aiU 十 ao 4. 21) 
Wy 十 Vi 一 QU QU 


其 中 (x,y) 为 实 赫 尔 泰 连 续 函 数 。 从 某 种 意义 上 讲 , 式 (4.1) 等 
价 于 式 (4. 21)。 


4. 1.2 卡尔 曼 定理 


对 于 函数 ww(z) ,车 多 (z) 在 区 域 D 内 处 处 存在 , 则 称 之 为 在 D 
内 的 第 一 类 正规 (fF,G)- 准 解析 函数 (简称 为 准 解析 函数 )。 

定理 4.3 设 生成 元 F(z).G(z) 是 准 解析 的 , 户 .G 恒 为 零 ;车 
wn (Zz) .ws(z) 均 为 准 解析 , 则 ws(z) 二 aivwi(z) 十 azwz(z) 也 是 准 解 
析 的 ,上 且 忆 一 aa wi 二 az ws, 式 中 Ql、\Q2 为 实 常数 。 

定理 4.4 设 p(z) 为 定义 在 有 界 区 域 D 内 的 有 界 可 测 函 数 , 记 


a =|| dedy (4. 22) 
D 


(1) 若 在 D 内 |e(Cz) | 三 M, 则 对 任何 z 有 |g(z)| 委 开 AM , 开 仅 
取决 于 DD 的 面积 A; 
(2) 对 任意 zi、zz, 有 


Ia) —g(z) |<KM|e zal [1+log! To | (4. 23) 


式 中 天 。 仅 取决 于 刀 的 直径 过; 
(3) 在 闭 包 D 的 余 集 的 每 个 连通 分 支 内 gC(z) 是 正规 解析 的 ， 
且 
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gi(z) 一 0 xD) 一 | Co) dedy (4. 24) 


(CC 一 2): 
(4) 车 plz) 在 DD 内 点 zo 满足 赫 尔 泰 条 件 , 则 g,(zo)、g.Czo) 并 
qz (Z0) = — np(zo) (4. 25) 
P(E) — plz0) 0(5) 
gi (20) -| ded + 让 2 dedy (4. 26) 


其 中 0 为 包括 z。 的 任意 圆 域 ,而 且 包 括 在 DD 内 ; 

(5) 车 plz) 在 DD 内 是 赫 尔 泰 连续 的 , 则 gq.(z)、gi(z) 也 在 DD 内 

定理 4.5 (1) 若 zw-(z) .wz(z) 存 在 并 连续 ,又 式 (4. 18) 成 立 ， 
则 wlz) 是 准 解 析 的 ; (2) 若 w(z) 是 准 解析 的 , 则 zw,(z) vw;(z) 存 在 
并 替 尔 泰 连续 。 

定理 4.6 设 w(z) 为 定义 在 有 界 区 域 D 内 的 有 界 可 测 函 数 。 
置 


hz) = wa) J | 2 we dedy (4. 27) 
D 


(1) 车 h(z) 解 析 , 则 w(z) 为 准 解析 函数 ; 
(2) 若 w(z) 是 准 解析 的 , 则 h(z) 为 解析 函数 。 
证 明 : (1) 当 h(z) 解 析 时 取 p(z) 二 a(z)w(z) 十 bl(z)w(z), 有 


ww(z) 二 h(z) 一 二 gz), 而 g(z) 由 式 (4. 22) 定 义 。 依 定理 4. 3 之 (2) 
知 g 是 赫 尔 泰 连 续 的 ,并 且 h(z) 也 是 赫 尔 泰 连 续 , 于 是 w(z) 赫 尔 泰 
连续 ,p(z) 也 赫 尔 泰 连 续 。 因 为 h:(z) 二 0, 从 式 (4.25) 推 出 w(z) 满 
是 式 (4.18), 所 以 由 定理 4.5 之 (2) 知 w(z) 是 准 解析 函数 。 

对 于 (2), 假 如 w(z) 是 准 解 析 的 , 取 zo€D, 从 式 (4.11)、 式 
《4.12) 定 义 w(z)。 设 
k(z)={[W(z)—w(z) 十 


1 | <2 一 二 bLW 6) 二 世人 jdedy 


(4. 28) 
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由 4.1.1 节 的 条 件 ,1(z) 一 W(z) 一 w(z) 有 赫 尔 泰 连续 偏 导 。 注 意 
到 式 (4. 20) ,Ls(z) 二 al 十 如 。 依 定理 4.4 之 (4), 式 (4. 28) 中 的 积分 
有 替 尔 泰 连续 偏 导 。 &(z) 同 样 具有 替 尔 泰 连续 偏 导 , 且 因 恕 (z) 一 0 
知 &(z) 为 解析 函数 。 利 用 式 (4. 2) . 式 (4. 28) ,得 
疡 (z) 一 一 &Gz) 十 友 (z) 十 
1 [| PW + 6 WO eqy (4. 29) 


于 是 
h(zo) 二 一 (zo0) 十 


1 a WE) + 2) WO) 


A 
D 
(4. 30) 


式 (4. 29) 减 式 (4. 30) ,并 乘 :二 ,导出 
ACz) — hlzo) _ klz) — klzo) | Wz) + 支 由 经 PCO) CD dedy 


色 一 Zo 之 一 Zo 忆 一 Zo 
(4. 31) 
其 中 
WwW) WO 
P56) a ) FE. ~ +6(6) zo— Zo 


命 z>zo, 式 (4. 31) 右 边 的 第 一 项 趋 近 于 有 限 极 限 一 (zo) ,第 二 项 


趋 近 于 有 限 极 限 包 (zo)。p(z) 在 DD 内 除 z==z。 之 外 是 连续 的 ,而 且 
在 zo。 的 邻 域内 也 有 界 ; 使 用 定理 4.4 之 (2), 式 (4. 31) 中 的 积分 部 
分 趋 近 于 有 限 极限 ,表明 Ah (zo) 存 在 。 对 zoED,h(z) 在 D 内 解析 。 

定理 4.5 的 证 明 。 对 于 其 (1) 部 分 ,由 定理 4.4 推出 ;对 于 其 
(2) 部 分 , 因 w(z) 是 准 解析 的 ,从 (F,G)- 导 数 定义 知 w(z) 连 续 。 不 
失 一 般 性 ,认为 w(z) 在 区 域 DD 内 有 界 ,应 用 定理 4.6 之 (2), 由 式 
(4.27) 知 h(z) 是 解析 的 ,并 由 定理 4.6 之 (1) 中 的 推 证 知 w(z) 有 赫 
尔 泰 连续 偏 导 。 

定理 4.7 若 w(z) 在 正则 区 域 D 的 闭 包 DD 上 连续 ,又 w,、ws 在 
D 内 ( 除 某 些 孤 立 点 外 ) 存 在 并 连续 , 则 
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jd 一 2 | 2 dedy (4. 32) 


vw (6) 1 (fF wile) 大 

| 5 一 二 元 | 5 一 Ldédy (zDD) (4.33) 
w(t) 1 ff vwacs) 

w(z) | 5 一 | Z 2d6dy (z € D) (4.34) 


元 nz 
» 


注意 刀 ' 为 刀 的 边界 , 重 积分 绝对 收敛 。 
证 明 : 将 式 (4. 32) 分 成 实 部 、 虚 部 ,这 样 就 是 简单 的 格林 公 
式 , 式 (4. 32) 用 于 函数 


1 we) 
W (人 一 2 
即 得 式 (4. 33) 。 因 为 
1 or(9) 
JE7G= 去 “一 z 


同样 可 证 式 (4. 34) ,首先 从 DD 内 去 掉 |5 一 z | 三 e, 然 后 令 e>0, 且 注 
意 到 w(6) 在 一 z 处 连续 ， 


lim 了 人) qr 一 2rzzu(z) 
Ee—"0 J (qd 一 之 


定理 4.8 设 w(z) 在 正则 区 域 D 的 闭 包 上 连续 。 
(1) 如 果 w(z) 在 D 内 是 准 解析 的 ,那么 


wt) 1 ffa(Dmw(5) 十 55) we 
w(z) = 瑟 | de tj 2 十 dld7 


“一 二 
(z € D) (4. 35) 
me) gr 0 L006) w 《4 一 
Ez" | 47 一 0 
(z (4. 36) 


(2) 如 果 式 (4. 35) 成 立 , 那 么 w(z) 在 DD 内 是 准 解 析 的 。 
证 明 : (1) 从 定理 4.7 及 定理 4.5 即 得 ;(2) 从 定理 4.6 之 (1) 
即 得 。 
定理 4.9 若 w(z) 在 0 过 |z 一 zo|<r 内 单 值 准 解析 、 有 界 , 则 
w(z) 在 z 二 zo 处 是 准 解 析 的 。 
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证 明 : 对 0 二 e 二 |z 一 zo | 过 ro 过 7r, 由 定理 4.8 之 (1), 得 


_ 1 wt(&) 1 wl¢) 
w(z) -高 | Fde 元 | Fd 


elt—zo|<ro 


当 e>0 时 对 每 个 固定 的 z, 第 二 个 积分 趋 近 于 零 , 因 为 其 模 不 超过 
eM yy 为 |w(z)| 的 一 个 上 界 ;第 三 个 积分 趋 近 于 扩展 到 


|z—zo|—e 
It 一 zo| < 过 r+ 上 的 积分 ,因为 被 积 函 数 的 模 不 超过 NM | 一 z| ,NN 
为 la(z)| 十 15Cz) | 的 一 个 上 界 。 故 对 0 二 |z 一 zo| 达 ro, 有 


w(z) 一 1 | 世人) ge 


2 ; 1 一 z 一 
™ -201<r 一 
注意 以 上 两 个 积分 都 是 z 的 连续 函数 , 依 定理 4.8 之 (2) 可 知 w(z) 
在 z 二 zo 处 是 解析 的 。 
卡尔 曼 定 理 准 解 析 函 数 WW(z) 的 零点 均 为 孤立 点 ,除非 
w(z) 恒 为 零 。 
定理 4. 10 设 w(z) 在 有 界 区 域 D 内 具有 连续 偏 导 。 若 存在 常 
数 天 ,使 


|vwi;Cz) |K |w (2) | (4. 37) 
则 或 w(z) 恒 为 零 或 w(z) 的 零点 为 孤立 点 。 
称 满足 定理 4. 10 假设 条 件 的 函数 为 近似 解析 的 。 让 rwo:(Cz) 、ws(z) 
在 孤立 点 zi1、z2、…、zz 处 不 存在 ,但 在 这 些 点 的 邻 域内 可 由 
[wa Cz) <aT £ i 
zz— 之 ;| 
替代 式 (4. 37)。 
为 证 明定 理 4. 10, 可 设 万 内 的 某 点 z。 是 ww(z) 的 零点 的 极限 
点 ,于 是 只 需 证 明 有 尺 >0, 当 |z 一 zol 到 尺 时 lw(z)| 恒 为 零 。 取 民 
适当 小 ,使 闭 域 |z 一 z| 委 民 位 于 DD 内 , 且 2RK<=1, 不 失 一 般 性 ,让 
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lw(z)| (O04<1) (4. 38) 


zo 一 0。 依 上 述 假定 知 必 有 一 序列 {zo} ,使 
R>|z,|>|zrl™>0 whlz,)=0 
若 在 |z| 二 R 内 w(z) 不 恒 为 零 , 则 存在 一 点 z* .6 之 0, 使 
0<6<|z’' |<|z’|+6<R y= min [lw(z)|>>0 (4.39) 


less 
命 
vw (zz) 
Wm (z) = (ZO—z) (Zt1) (2— Zntm) 
因为 w(z) 有 连续 偏 导 ，. 


wz)—=O(|z—z,|) z>z, (v=1,2,") 
所 以 Wn(z) 在 z= 二 z, 处 有 界 ;在 全 部 另外 的 点 上 Wn(z) 有 连续 仿 
导 , 并 且 


ws (zZ) 
(ZO—2,) (2 一 Za) (Ttm) 


9 
—W ,nz) (4. 40) 
BE3 


当 e>>0 适当 小 时 使 |z, 一 z,| 宝 2e; 对 v 关 4 与 v( 或 /) 二 nn 十 1、…、 
nn 十 m 以 及 R 一 |z,| 之 6 式 (4.34) 用 于 Wm《z) 和 区 域 |z | 二 R、 
|z 一 z, | 之 sy 而 v= 二 nsn 十 1、…… .wn 十 m。 对 e->0, 得 


1 W ,mn CZ) 
Wlz) 一 于 | Eds 
1 ff ay ey dédy 
上 有 | EW (4. 41) 


此 | < 及 
注意 |z | << 民 ,而 且 > 一 zza+l、 "Ctmo 
根据 式 (4. 37) 、. 式 (4. 40) 
9 


FE ™ CS) | KIW,n Ct) | 


于 是 式 (4. 41) 导 出 
We 二 去 | dl 


2x | Ez 
151=R 

K rr Wnt) 
|| aedy 
i<R 


把 上 式 |z| 二 R 上 对 dxdy 积分 ,可 推出 
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| ey 2onR 


利用 不 等 式 
| lw ldzdy < R | lw agl + 
lz|<R $1|=R 
2RK || |W) 1deay 
[tI<R 
也 就 是 
[Wan lz) ldzdy < 7— RR | IWm(z) 11dz| 
|z!<R |z|=R 
有 
| [Wz) |dzxd < | 1W,, Cz) | fdz| 
nm 人 之 TY 二 2RK nm 之 
|z 一 z” [< |z| 一 尺 
(4. 42) 
固定 mx, 当 mn 一 oo 时 对 R 宇 |z| 宇 a>>0, 有 
(z) 
TD 一 用 
R R 1 
1 一 3RK [Wn (2) ||dz| 一 T 一 2RK RT | 
|z| 一 只 Iz!=R 
C 
|w(z) | |dz| 一 Rr (4. 43) 


这 里 C 不 依赖 于 mmx, 又 
| [Wn C2) |drdy 一 | ea zdy 之 TAB 


(《OR)2+1 
|z 一 =”| < lz 一 z” |<8 
(4. 44) 
式 中 
_ |z | 十 9 
0<0 一 一 R <1 
从 式 (4. 42) 、. 式 (4. 43) 、 式 (4. 44) 知 
HA< 0" 
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当 m 一 co 时 yj 一 0, 这 与 式 (4. 38) 了 矛盾 , 故 定理 4. 10 获 证 。 
4.1.3 第 二 类 准 解析 函数 
定理 4. 11 设 w(z) 恒 不 为 零 并 在 有 界 区 域 D 内 是 准 解析 的 , 且 
1(z) = *# J + bE) w]e (4. 45) 


ti(z) 对 z 的 任意 值 一 致 连续 , 另 


|z(z) | < (4. 46) 
是 只 依赖 于 DD 与 (Ff,G) 的 一 个 常数 ,于 是 
f(z)=e' wlz) 
在 D 内 解析 。 
证 明 : 设 D’ 是 从 区 域 D 内 除去 ww(z) 的 孤立 零点 的 区 域 ,函数 


wz) 


pz)=a(z)+b(z) way 企 D' 内 确定 而 且 赫 尔 泰 连 续 , 又 | pCz)| 


<M,M 为 la(z) 十 b(z)| 在 D 内 的 一 个 上 界 。 利 用 定理 4.4 知 式 
(4. 46) 成 立 .t(z) 是 一 致 连续 的 ,在 D’ 内 it.(z) .ti;(z) 存 在 、 赫 尔 泰 
连续 ,表明 上 = 一 a 一 0 芝 ,于 是 在 疡 内 解析 。 

定理 4.12 设 w(z) 在 有 界 区 域内 是 准 解析 的 又 在 DD 上 连续 。 
如 果 在 边界 D' 上 |w(z) | 三 MM, 那 么 在 D 内 |w(z) | 三 K*M,KK 是 仅 
取决 于 D 和 (下 ,G) 的 常数 。 

事实 上 ,对 f(z)= 二 ew(z) 应 用 最 大 模 原 理 , 在 D' 上 |f(z) | 二 
KM. 

定理 4.13 设 w(z) 在 |z 一 zo | 二 R 中 是 准 拓 砍 的 。 如 果 


Iw(lz) | 帮 M, 且 w(zo)==0, 那 么 we) |< 入 M, zo| 。 其 中 玉 仅 


依赖 于 zo、R、(F,G)。 

证 明 : 以 D 表示 |z 一 zo | 二 R, 利 用 施 巨 效 定理 知 f(z)= 
tw (2)。 

定理 4.14 (1) 若 w(z) 在 z= 二 zo 处 准 解析 ,又 z(zo) 王 0, 则 或 
w(z) 恒 为 零 或 


er*) 
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wlz)~a(z—zo0)" 〔〈(z 一 z0yQ- 天 0) (4. 47) 
式 中 是 正 整数 ,此 时 称 zo 为 w(z) 的 n 级 零点 ; 
(2) 车 w(z) 在 z 二 zo 处 准 解析 ,而 4、p 为 实 常 数 使 w(zo) 王 
AF (z0) 十 jG (zo)，, 则 
wlz)=AF(z) 二 yuG(z) (4. 48) 
或 存在 正 整 数 ”, 使 
(zz) 一 APF(z) 十 pGCz) 十 ae(z 一 xzo)"L1 十 o(C1)] 
(z—>zo ,QF 0) (4. 49) 
称 w(z) 在 z= 二 zo 处 取 w(zo)n 重 。 : 
证 明 : (1) 令 r 汪 0 适当 小 ,使 w(z) 在 D: |z 一 zo|<r 内 是 准 
解析 ,应 用 定理 4. 11,e -=e [1 十 o(1)](z->zo), 且 
eru(z) 一 ao(z 一 z0)[1 十 oz 一 z0) 十 …] (oo 天 0) 
这 样 得 到 式 (4. 48) ,而 a 二 aoe “0 ;(2) 应 用 (1) 于 下 式 
wi(zZ)—=wz)—AF(z)— 4G(z) 
定理 4.15 若 w(z) 在 0 二 |z 一 zo|<<r 内 是 单 值 、 淮 解析 的 , 则 
下 列 三 种 情况 之 一 成 立 : 
(1) w(z) 在 z= 二 zo 处 连续 
(2) wlz) 在 z= 二 zo 处 有 7 级 极点 ， 


WwW(Z)~a(z—z0) ” (z—>zo,QA0) (4. 50) 
式 中 为 正 整数 ; 
(3) w(z) 以 zo 为 本 性 奇 点 ,也 就 是 对 每 个 复数 8 均 有 
lim|w(z)—B8|=0 (4. 51) 


证 明 : 在 0 过 |z 一 zo|<r 应 用 定理 4.11,(1)、(2)、(3) 依 z。 是 
解析 函数 ew(z) 的 或 正规 点 或 极点 或 本 性 奇 点 。 

设 w(z)、f(z) 定 义 在 区 域 D 内 。 如 果 在 DD 的 闭 包 万 上 存在 一 
个 连续 而 且 恒 不 为 零 的 函数 i:(z) ,使 在 D 内 f(z) 二 tC(z)w(z), 则 称 
wlz) 和 f(z) 在 DD 内 相似 。 

相似 原理 若 忆 为 有 界 区 域 , 则 定义 在 五 内 的 每 个 准 解析 函 
数 w(z) 具 有 一 个 相似 的 解析 函数 f(z); 反 之 ,定义 在 DD 内 的 每 个 
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解析 函数 jz) 具 有 一 个 相似 的 准 解析 函数 ww(z) 。 当 两 个 函数 之 一 
确定 时 另 一 个 函数 可 任意 选取 ， 使 


lim 4 (4. 52) 


这 里 zo 为 DD 的 一 个 给 定点 ,a 为 一 个 非 零 的 给 定数 。 
根据 生成 对 (F,G) 的 条 件 , 每 个 函数 w(z) 有 了 唯一 的 表达 式 。 


wlz)—=pz)F (z)H I 2)G(z) (4. 53) 
式 中 plz)、Y(z) 为 实 函 数 。 取 
Q(z)—=9(z)Tig(z) (4. 54) 
依 式 (4. 53), 丁 二 gE 十 JG, 结 合式 (4. 53) ,得 
CQ(z) 一 已 (z)z(z) 十 QCz)z(Cz) (4. 55 ) 
G—iF G—iF 


FO-FG “元 -元 (4 56) 


中 与 9 之 间 为 双 射 ; 记 
w= "(2 =,w (modF ,G) 


而 且 
x Aw pv) =AC, wi ) A; ws) 
.0=0 “FF=1 .G=1i (X44 为 实 常 数 ) 
在 每 个 闭 区 域 万 内 
0 一 去 苹 2 <K 


其 中 天 仅 依赖 于 ( 玉 ,G) 与 区 域 卫 。 

如 果 z(z) 为 第 一 类 准 解 析 函 数 , 那 么 Q(z)= .ww(z) 称 为 第 二 
类 准 解析 函数 。 实 际 上 ,每 个 复 常 数 是 第 二 类 准 解析 函数 。 

定理 4.16 f(z) 一 9g(z) 十 iy(z) 为 第 二 类 (F,G) 准 解析 函数 
当 且 仅 当 gy 具有 连续 偏 导 , 同 时 


Foi+G y= 0 (4. 57) 
在 上 述 条 件 下 命 z= , 2, 有 
w=F goGy. (4. 58) 


证 明 : 利用 定理 4.1、 定 理 4.5, 并 任意 依 式 (4.11) 规 定 的 
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W(z) ,得 
W(z)=[9Cz)— p20) F(z)+[y 2) — yz0) G2) 
推出 
Wal(z0)=F (zo) pa(z0) Gz0) ps (zo) 
W.(z0)=F (zo) R20) G0) (zo0) 


i =otie 一 7 天 一 C 十 证 (4. 59) 


式 中 cz\r,z 为 实 函 数 , 表 明 o>>0。 式 (4. 57) 等 价 于 实 方程 组 : 
p= og, 
{es, 
车 pp.、p 上 共有 连续 二 次 偏 导 , 则 通过 求 导 可 从 式 (4. 60) 中 消去 一 个 
未 知 数 , 得 出 方程 : 


(4. 60) 


gst py tint BY 一 0 (4. 61) 
内 = 十 加 十 eg 十 办 一 0 (4. 62) 
且 
ot gt (4. 63) 
o o 
下 述 定理 确认 了 这 种 消去 法 。 


定理 4.17 设 a.B.a、 和 由 式 (4.59)、 式 (4.63) 确 定 , 实 函 数 9 
(或 四 是 一 个 第 二 类 准 解 析 函 数 的 实 部 (或 虚 部 ) 当 和 且 仅 当 它 有 坎 
尔 泰 连续 二 次 偏 导 ,并 满足 式 (4. 61) (或 式 (4. 62))。 

定理 4.18 若 0(z) 为 定义 在 正则 区 域 忆 内 的 亚 纯 准 解析 函 
数 , 又 Q(z) 在 边界 D 上 连续 且 恒 不 为 2o, 则 

No — 0) 一 No| 三 = 去 | log[Q(z) — 0,] (4.64) 


式 中 No(O 一 0.) 表 示 Q(z) 一 0 在 D 内 容 点 两 个 数 .No| 方 | 表示 


极点 的 个 数 ,每 个 零点 与 极点 按 其 重 数 计算 个 数 。 
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证 明 : 在 假定 条 件 下 数 NoC2 一 0.)、No| 二 | 是 有 限 的 ,而 且 

在 式 (4. 64) 中 的 积分 是 完全 确定 的 . 现 需 证 明 : 当 Q(z) 一 0 在 2 一 
z 处 有 级 零点 (或 级 极点 ) 时 取 e 为 充分 小 的 正 数 ,有 

1 


2 


| dlog[QCz) 一 人] 二 n (或 一 n) (4.65) 


|z—z0ol—e 


但 此 时 
[Q(z)—0 =a(z—z) [lo(l1)] 
依 式 (4. 53) ,得 
0(z) 一 人 一 已 (z)ao(z 一 zo) 十 QQCz)ao(z 一 有 ) 十 
ol(|z—zo|) = Poao(z—z0) [1 二 + 人 T(z)] 
这 里 Po 一 Plzo), 对 充分 小 的 |z 一 zo|, 有 |T(z) | 过 1, 导出 式 
(4. 65);/ 二 士 n。 


4. 2 微 积分 法 
4.2.1 生成 序列 


今 设 ( 玉 , 避 )、(F.G) 为 生成 对 ;车 . 
F=anFiasG Ge=anF+awG (4. 66) 
其 中 ;为 实 常数 , 则 称 (F,G) 与 (F,G) 是 等 价 的 。 
定理 4.19 (1) 定义 在 同一 个 区 域内 的 两 个 生成 对 是 等 价 的 
当 且 仅 当 其 具有 同样 的 特征 系数 ; (2) 车 (F,G)、(F, 避 ) 是 等 价 
的 , 则 每 个 第 一 类 (FF ,CG) 准 解析 函数 为 第 一 类 (F,G) 准 解析 函数 ， 
并 且 


darey dero 
dz 到 dz 交 
记 
。_ dir, 
WwW = vw 
之 
表示 w 的 (Ff,G) 导 数 。 


和 证明: (1) 必要 性 是 显然 的 ;考虑 充分 性 。 设 (,G)、( 记 ,已 ) 有 
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相同 的 特征 系数 ,并 使 
f(z)=F (2)—anF (2)—aG(z) 
g(z)=G(z)—anF (zz)—aG (2) 
在 z= 二 zo 处 为 零 。 依 特征 系数 的 定义 
fz=af +6bf (4. 67) 
f.=Af+Bf (4. 68) 
式 中 a.6、4、B 为 (F,G) 的 特征 系数 。 式 (4. 67) 表 明 f(z) 为 近似 准 
解析 的 , 式 (4. 68) 可 写成 
fi:=Af+Bf 
于 是 了 f(z) 为 近似 解析 的 。 当 f(z) 关 0 时 由 定理 4. 14 可 知 存在 正 整 
数 n、m 与 非 零 常数 a.8 使 
flz)~al(z—zo)” f(z)~Blz—z0)”" (z—>zo0) 
因为 据 此 推出 不 合理 关系 
QZz 一 zo) 
B (z—zo)” 
所 以 f(z) 寺 0。 同 理 可 证 g(z) 圭 0。 
(2) 是 显然 的 。 
注意 一 个 第 二 类 (六 , 避 ) 准 解析 函数 可 从 一 个 第 二 类 (FF,G) 准 
解析 函数 Q(z) 经 0 平面 上 的 一 个 仿 射 变换 得 到 ;或 者 说 , 若 Q= 
pF+yG=9F+yG, 则 9 一 41 ptany 和 光一 as 9 十 cos yg。 
当 生 成 对 (FF,G) 、( 记 ,GD) 满 足 
FG=FG 


1 (z—20) 


时 称 它们 是 相似 的 。 

现 以 ar.o breco、…“ 表 示 生 成 对 CF,G) 的 特征 系数 a、b、…: , 依 
adro .bo 表示 生成 对 ( 关 ,G) 的 相应 的 特征 系数 等 等 。 

定理 4.20 车 (Ff,G)、(FF,G) 是 相似 的 生成 对 , 且 H(z)= 
F(z) G(z) 
F(z) G(z) :; 则 


五， H, 
(1) QF,C) Ar,G) + 椰 Air,0) = Ar,o) 十 玖 
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H HH 
Do 一 豆 2ue Br,6, = 下 89 


(2) 若 w(z) 为 第 一 类 (F,G) 准 解析 函数 , 则 右 (z)w(z) 是 
(六 ,G) 准 解析 的 , 且 


do TG d 7 

,HG) (F,G) 

—— Hw=H 一 也 
dz 之 


(3) 每 个 第 二 类 (CF,G) 准 解析 函数 也 是 (F,G) 准 解析 的 。 
定理 4.21 若 (F,G) 为 生成 对 , 则 (一 FF,G) 也 是 生成 对 ， 
同时 (1) 


COC_FD 一 4co A FG = Aa,6) 
pro 一 已 ceo 局 FiD 一 Dr,e) 


(2) 若 w(z) 为 第 一 类 (下 ,G) 准 解析 函数 , 则 9(x) 为 z 的 (一 下 ， 
C) 准 解析 函数 ,同时 


(3) 若 Q(z) 为 第 二 类 (FF,G) 准 解析 函数 , 则 一 Q2(z) 为 z 的 第 
二 类 (一 F,G) 准 解析 函数 。 


事实 上 , 设 (F,G) 为 生成 对 ,其 伴随 生成 对 (F,G)* 一 CE， 
G"* ) 是 由 式 


FG—FG ~ FG—FG 
定义 的 。 


定理 4.22 车 (F,G)*= 二 (F,G)。 且 (FF* ,G*) 二 (CF,G)*, 则 
QF* GG* 一 CCP,G) Acr’ ce')=— Acr,e) 

ber* ,6*)=— Ber, Bor: ,6* ,= — br,o) 
定理 4.23 车 a(z).5(z) 为 定义 在 区 域 D 内 的 有 界 赫 尔 泰 连 
续 函 数 , 则 在 DD 内 存在 可 使 4.r,6) 寺 a、ber,o 二 b 的 生成 对 (F,G)。 


定理 4.23 表明 准 解 析 函 数 可 用 式 (4. 18) 来 定义 ,以 替代 对 
(F,G) 可 导 性 的 要 求 。 


命 (F,G)、(F1,G1) 为 生成 对 , 当 
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ap cI ane) Drc) 一 一 ee (4. 69) 

时 称 (F,G1) 为 (CF,G) 的 一 个 后 继 , 称 CF,G) 为 (Fi ,G1) 的 一 个 前 
趋 。 

定理 4.24 如 果 (i,Gi) 为 (F,G) 的 后 继 , 那 么 (F,G)* 为 
(Fi,G1)* 的 后 继 。 

定理 4.25 车 (Ff,G) 是 DD 内 的 生成 对 , 令 Di 是 有 界 区 域 , 且 
DCD, 则 

(1) 在 Di 内 (F,G) 有 一 个 后 继 ; 

(2) 在 内 (CR,G) 有 一 个 前 趋 。 

利用 定理 4. 23、 定 理 4. 24、 定 理 4.22 即 可 证 明 。 

设 ( (已 ，,G,)} 为 一 列 生成 对 。 如 果 (CFbG+D 为 CR,G) 的 后 
继 , 那 么 称 {(F,,G,)) 为 生成 序列 ,而 v 为 整数 ;如 果 (F。,Go)==(F， 
G) ,那么 称 CF,G) 租 入 于 {(F,,G,)} 中 。 

从 定理 4. 25 可 以 断言 :车 (F,G) 为 D 内 的 生成 对 , 且 Di 为 有 
界 区 域 .DICD, 则 (FF,G) 可 枞 入 于 Di 内 的 一 个 生成 序列 。 

对 于 (CF,,G,)}) 为 生成 序列 , 当 (F,;,,G,+w) 等 价 于 (F,,G,) 时 
称 ((F,,G,)} 具 有 周期 x(0), 反 之 称 {(F,,G,)} 是 非 周 期 的 。 

显然 存在 给 定 周期 的 生成 序列 。 取 F(z)、G(z) .F(z)、G(z) 
为 解析 函数 ,于 是 (F,G) 等 价 于 ,GG )。( 疡 , 避 ) 为 (F,G) 的 后 继 当 


且 仅 当 去 多 3 恒 为 常数 这样 选择 w 一 1 个 不 同 的 解析 函数 P.(z), 序 


列 


C12 (FRID) FastiF) CR iF ,1) (2) 
为 具有 同 周期 上 的 生成 序列 。 
在 区 域 D 内 的 生成 对 (F,G) 的 最 小 周期 是 在 D 内 能 使 (F,G) 
嵌入 其 中 的 一 个 生成 序列 的 最 小 周期 。 
定理 4.26 一 个 生成 对 以 其 自身 为 后 继 ( 即 最 小 周期 为 1) 当 
且 仅 当 


Flz) 
Gea) <) (4. 70) 
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证 明 : (G,C) 为 其 自身 的 后 继 当 且 仅 当 2r,e 十 Buro 一 0。 因 
为 


0 -FG (4. 71) 


Bs,o)= A 
所 以 上 述 条 件 等 价 于 | 全 | 十 | 二] 
4.2.2 微分 法 


定理 4. 27 若 w(z) 是 (F,G) 准 解析 的 ,又 (Fi,Gi) 是 (F,G) 的 


一 个 后 继 , 则 凹 (z) 一 “2w(z) 为 (Pi,G)) 淮 解析 的 。 
证 明 : 设 0Q=Fp.+ijy== ,wl(mod 五 ,G) , 依 定理 4. 16， 


w=F gtGYy. (4. 72) 
0=F pstG ys (4. 73) 
推出 
0=F yp.+Gy. (4. 74) 
由 式 (4. 72)、 式 (4. 74) ,得 
Gw Fw 


”一元 二 元 全 FFG (4.75) 
式 (4. 72) 表 明 忆 (z) 有 赫 尔 泰 连续 偏 导 。 注 意 到 式 (4. 73) ,有 
(tw)s—= Fg Gg Fy.st Ges 
=FGgT Gig — FF.g:— Gps (4. 76) 
推 证 中 使 用 了 
Post Gs— (FF pitG pa).— Fg — Gs 
依 式 (4. 17)， 


(WwW)s=aw—Bw 


不 难 发 现 : 若 名 (2) 一 w=0, 则 ww(z)=AF(z) 十 jG(z) ;这 


107 


里 4p 为 实 常数 。 
定理 4.28 设 w(z) 是 在 0 二 |z 一 zo 过 r 内 的 (F,G) 淮 解析 函 
数 。 如 果 
wz)~a(z 一 z0)” zzo。 (a 关 0,n 为 整数 ) 
那么 对 每 个 gE (0,1) 及 每 个 RE (0,r) ,存在 玉 盖 0, 使 
[wz)—alz—z)"|SK|Iz—zol"t” 0< 1z 一 zo| 委 民 
证 明 : 将 区 域 |z 一 zo|<r 作为 刀 , 类 似 于 式 (4. 45) 对 女 z) 的 定 
义 , 则 
z(z) 一 ecoao(z 一 zo)"L1 十 疡 (z)] 
式 中 心 z) 在 |z 一 zo|<r 内 正规 解析 ， 
aoe 2 一 0 万 (zo) 一 0 
结果 
w(z)—a(z—z0)"—=a(z—zo)"h(z) 二 
aC(z—zo)"[e -11[1l+h(z)] (4.77) 
hz) 二 OC(|z 一 zo|), 当 zzo 时 ;并 在 |z 一 zol 志 R 一 致 有 界 。t(z) 
满足 对 每 个 9E (0,1) 的 一 致 赫 尔 泰 条 件 , 利 用 式 (4.4) ,有 
|eeo 一 一 1 | 一 OC|z 一 zo| 和 zzo 


当 尺 充分 大 时 式 (4.77) 右 边 的 模 不 超过 KK|z 一 zo1”。 
定理 4. 29 设 w(z) 在 z, 处 为 (P,G) 准 解析 的 ,而 忆 一 cew。 


~ d 
当 
wlz)=AF(z)+ jG(z) ta(z Oem) "二 
oz 一 xz) zzo (2 之 1 天 0) 
时 有 
Wz)~na(z—z0)" ! zzo (4. 78) 
其 中 4、y 为 实 常数 。 


证 明 : 包 (z) 在 zo 处 是 CFi ,GD 准 解 析 的 。 若 2 一 1, 则 岂 (zo) 王 


a 且 式 (4.78) 成 立 。 对 nn 之 1 的 情况 ,由 下 =C=0 进一步 取 ) 一 /一 
0, 于 是 命 
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wz)~a(z—z0)” z>zo (n>1,aK0) 
因为 用 一 个 等 价 生 成 对 蔡 代 (Ff,G),w(z) 保 持 不 变 ;不 失 一 
般 性 , 令 玉 (zo) 二 1.G(z。)==i, 所 以 
F(z)=1+O(|z— zo|) 
之 一 > 之 0 (4. 79) 
C(z) 一 :十 OCz 一 zo|) 
当 思 (zxo) 一 0 时 由 定理 4. 14, 得 
wz) ~ Pz— zo)” z>zo (BA0,m1) 
注意 ww(z) 关 0。 设 ww(z) 二 9 十 记 二 ,w(z) (mod 下 ,G) 依 定理 4. 28， 
wlz)=P(z—z0)”"TO(z—z|”"+) (0<0<1) 
由 式 (4.79), 式 (4.75), 有 
(2)=3B(z—20)"+O( 2 zo"1!) C4. 80) 


但 


dg=9.dzr+9,dy=Re(29 dz) 
而 PCzo) 一 0, 从 式 (4. 80) 知 


p(z) 一 2Re| wd 


= Re| pb (> zf +OClz 一 al) 


72 十] 
同样 ， 
i 各 十 1 za 十 1 十 9 
Jz) Re| 一 za) |+oclz 一 aa| ) 
依 式 (4. 80)， 
we) PP) HG) ~ 0)" 


故 m 十 1==n 并 且 6 二 na。 
考察 舱 入 于 生成 序列 {(F,,G,)} 中 的 一 个 生成 对 (F,G),(F， 
C) 准 解析 函数 的 各 阶 ( 次 ) 导 数 利 用 下 式 定义 
wz) 二 w(z) (2 为 非 负 整数 ) 


deur ,6) 


dz 


Zoo+1 (2) 一 


wz) (4. 81) 
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显然 ww 路 == 纪 。 一 般 而 言 ,w”(z) 取 决 于 生成 序列 ; 若 取 适当 的 实 
数 加 pe 使 如 (z) 一 F(z) 一 joG(z) 在 z 二 zo 处 有 nn 级 零点 , 则 第 
次 ( 阶 ) 导 数 和 下 述 性 质 的 生成 序列 无 关 : 

(1) 在 定理 4. 29 的 条 件 下 w (zo) 一 n!12; 

(2) 当 w(z) 在 z= 二 zo 处 是 准 解 析 的 且 w" zo) 二 0 时 wz) 二 0。 


4. 2.3 积分 法 


设 (F,G) 为 生成 对 ,为 从 zo 连接 到 2Z。 的 可 求 长 曲线 ,W (z) 
是 定义 在 荆 上 的 连续 函数 。 
定义 沿 荆 的 W 的 (F,G) * 积分 


2GWdz 2Fdz 
nr — Re| Sc iRe| 庆生 . 
* wavor FOFG "MFT-FG ‘8% 


定义 沿 荆 的 w 的 (fF,G) 积 分 
| wauoz 一 F(zo)Re x |wauor 十 G(zo)Im 关 |wauoz 


Tr rT Tr 


(4. 83) 
由 式 (4. 82) , 式 (4. 83) 推 出 


x | aw, 十 LW a) dr 二 Ax be 十 px |waaeoz 


rn I a 
(4. 84) 
这 里 Xp 为 实 常数 。 
* | Wdroz 一 * | wauos 十 关 | waduorz (4. 85) 
TUrs 六 i 
* |wdeoz| < KfIwildz| C4. 86) 
rT rT 


式 中 天 为 仅 依 赖 于 CF,G) 的 常数 。 对 于 CF,G) 积 分 类 似 于 式 
(4. 84) 、 式 (4. 86) 的 关系 式 也 成 立 。 注 意 (F,G) 积 分 不 是 积分 路 径 
的 可 加 函数 。 
取 W(z) 为 定义 在 区 域 D 内 的 连续 函数 。 若 对 于 DD 的 单 连通 子 
区 域内 的 每 条 闭 曲线 卫 , 得 
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和 mrduoz 0 (4. 87) 
Tr 


则 称 W(z) 是 (F,G) 可 积 的 。 


定理 4. 30 (FF,G) 准 解析 函数 w(z) 的 (F,G) 导 数 忆 (z) 是 (F， 
G) 可 积 的 ,同时 


x 上 Widowz = Q(z) — Q(z) (4. 88) 
Q(z)= wz) (mod F,G) 
[ WwW dopo = wz) — Gz)F 2) — Jze)Gz) (4. 89) 
| g++iy=0 


事实 上 , 依 式 (4.75)、 式 (4. 82) 及 
dp—2Re(g.dz) dy=2Re(y.dz) 
即 证 。 
定理 4.31 若 W(z) 是 单 连通 区 域 D 内 的 连续 函数 并 且 (F， 
G) 可 积 , 则 在 DD 内 存在 一 个 (F,G) 准 解析 函数 忆 (z) 使 W (xz)== 
Seow) 


对 于 多 连通 区 域 定理 4. 31 也 正确 ,不 过 W(z) 可 能 是 多 值 的 。 
在 定理 条 件 下 
Q(z) = VCz) + iy(z) = “| 全 derozx 


是 完全 确定 的 函数 ,具有 连续 偏 导 ,固定 点 z,€ DD。 
证 明 : 


= GWdz — GWdz 
plz) =| 


,一 证 二 元 (4. 90) 
它 和 以 下 积分 相同 ， 
= GW GW 
7) = 中 Re FFG mee) 


由 假设 ,此 线 积分 与 路 径 无 关 。 同 样 
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FWdz — FWdz 


$2 一 | FG FG (4. 91) 
应 用 式 (4. 90) . 式 (4. 91)， 
GW 6W 
TEELFG FO-FG 
FG FW 


GFG “ FO-FG 
故 
Fos 十 GVs 一 0 Fy.tGY,=W 

根据 定理 4. 16 知 w=qF 十 yG 是 (F,G) 准 解析 的 且 双 一 W。 

定理 4.32 车 (F1,G1) 为 (F,G) 的 后 继 , 又 W(z) 是 CF,G1) 淮 
解析 函数 , 则 矿 (z) 是 (F,G) 可 积 的 。 

证 明 ; 为 此 证 明 ; 当 DD 为 正则 区 域 时 闭 包 位 于 W(z) 的 定义 
区 域内 ,有 


x | waues 一 0 (4. 92) 


这 里 万 为 万 的 边界 。 设 (F' ,G") 一 (CF,G) 为 4.2.1 节 所 定义 的 
(F,G) 的 伴随 生成 对 , 则 对 每 个 W， 


Re x | wauoz 一 Re|G' waz 


了 ? (4. 93) 
Im x | wauos = Re | PWaz 
六 六 


据 定理 (4. 22)， 
Fi:=—aF*—BFEF* G=—aG’ —BG:’ 
依 假 设 
Wi=aW 一 BW 
其 中 a.6、4、B 为 (F,G) 的 特征 系数 ,利用 格林 公式 ， 
JF waz 2i Jf wardy 
5 


p 


I 


= 21 | ar*wW—BF'W+F'aWw— FBWdrdy) 
D 
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一 ||Rece BW)dzdy 
D 


为 纯 虚 数 。 同 理 
Rejc- Wdz =0 


表明 式 (4. 92)、 式 (4. 93) 随 之 成 立 。 

以 定理 4. 32、 定 理 4. 31 为 基础 可 以 得 出 进一步 的 论断 : 

(1) 若 (CFGD 为 (已 ,G) 的 一 个 后 继 , 则 每 个 (CE ,Gi) 准 解析 
函数 是 一 个 函数 的 ( 忆 ,CG) 导 数 ; 

(2) 车 CF_1,G_ i) 为 (F,G) 的 一 个 前 趋 , 则 一 个 连续 函数 是 
(F,G) 准 解析 的 当 上 且 仅 当 它 是 CF-_;,G-1) 可 积 的 。 


4.2.4 黎 曼 曲 面 上 的 准 解析 性 
定理 4.33 设 (F(z),G(z)) 是 定义 于 区 域 D 内 的 生成 对 ， 


w(z) 是 定义 于 区 域 DICD 内 的 (F,G) 准 解析 函数 县 也 (z) 一 < 竺 2 
w(z); 又 设 z 二 X(6) 为 区 域 A 到 D 上 的 一 对 一 的 保 角 变换 , 它 将 4 
的 子 区 域 A 变换 到 D1。 令 F[X(8)] 一 BC5)、GLXC)]= 委 (8), 则 
(1)(@B,y) 为 A 内 的 生成 对 ; 
(2) 函数 w[X (6)] 在 4 内 是 (ZB,y) 准 解析 的 ,并 且 


d(®, Sw LX 6) = [XE]X Ct) 


没 和 2 为 隐 旺 肖 而, 羽 g “表示 其 上 的 点 ;对 于 两 函数 
FC(p)、G(p) ,如果 在 点 2p 的 每 个 邻 域内 存在 属于 p 的 一 个 局 部 参 
数 z, 而 F(z)、G(z) 形 成 一 个 生成 对 ,那么 FC(p)、G(p) 称 为 在 .多 内 
的 函数 , 当 它 在 DD 的 每 个 点 上 是 属于 p 的 某 一 个 局 部 参数 的 第 一 
类 (F,G) 准 解析 函数 时 , 称 w(p) 是 第 一 类 (F,G) 准 解析 的 。 

导数 概念 在 黎 曼 曲面 上 没有 内 在 的 意义 。 定 义 在 一 个 区 域 D 
CS 的 微分 dW (p) 为 一 个 规则 ,其 与 属于 DD 的 一 点 po 的 每 个 局 
部 参数 相关 联 , 但 在 邻 域 NCD 内 按 以 下 方法 定义 一 个 函数 表示 
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dW (p) 


f(p)= : 若 z" (pp) 为 属于 po 的 另 一 个 局 部 参数 , 即 当 


dz* (p) 
fl(p)dp=f°* (p)dz* (p) 
dW 
式 中 广 (p) 一 和 "6, 则 


dW(p) dW(p)dz* (p) 
dz(p) dz*(p) dz(p) 


进一步 可 以 讨论 上 述 微分 是 连续 的 .具有 偏 导数 等 ,因为 这 些 和 用 
于 计算 9 的 局 部 参数 的 选择 无 关 . 类 似 地 ,如 果 为 多 上 的 可 求 
长 曲线 ,那么 积分 | dW 有 内 在 的 意义 。 两 个 微分 的 商 是 一 个 函 


数 ,一 个 函数 与 一 个 微分 的 积 是 一 个 微分 。 对 每 个 局 部 参数 , 共 斩 
微分 dW 是 以 形式 


dW _dyd: 
dz dz* dz 
和 函数 相 联系 的 。 
对 局 部 参数 的 实 部 与 虚 部 均 有 连续 偏 导数 的 每 个 函数 ww(p)， 
有 相关 的 微分 wdz 及 共 固 微分 wzdz。 尤 其 是 若 计算 所 用 局 部 参数 
的 (F,G) 的 特征 系数 , 则 adz、bdz 都 是 共 轿 微分 ,Adz、Bdz 都 是 微 
分 。 
置 表征 (fF,G) 准 解析 函数 的 微分 方程 为 
ws—=avw+ ow 


此 方程 具有 内 在 的 意义 ,这 是 由 于 车 用 另 一 个 局 部 参数 z' 来 替代 


=, 则 两 边 要 乘 以 - 径 - 。 从 (P,G) 淮 解析 函数 w(z) 的 (P,G) 的 导数 
可 引入 (F,G) 准 解析 微分 


des,ow 


dz 


dz 一 
或 
wdz= (w,.— Aw— Biw)dz 
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微分 dW 是 (F,G) 准 解析 的 当 且 仅 当 也 一 5 有 连续 偏 导数 , 且 
已 一 枉 
该 方程 内 在 的 意义 是 :如 果 以 z* 痊 换 局 部 参数 x, 那么 忆 :、a 世 、 
到 都 应 用 | 总 -| 乘 。 一 个 等 价 的 条 件 为 :9 连续 同时 对 在 2 
上 同调 于 零 的 每 条 闭 曲 线 厂 , 有 
* [Pdewz =0 


由 方程 
dw 2G . 2F 
"| edeor = Re] FE FO ~ Re] FE — Fo 


定义 一 个 微分 的 (F,G) * 积分 。 
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5 代数 体 函 数 


5.1 代数 体 国 数 第 一 基本 定理 


代数 体 函 数 是 由 不 可 约 方程 

zw ) = Az)w TA iCz)w 十 十 4o(z) 一 0 (5.1) 

确定 的 v 值 解析 函数 ; 式 中 Aj(z) 为 z 的 全 纯 函 数 并 不 在 一 点 同时 

为 零 。 当 v= 二 1 时 w(z) 为 亚 纯 水 数 , 当 Aj(w) 均 为 多 项 式 时 w(z) 是 

代数 函数 ,一 般 情况 下 可 考虑 {4;(z)}) 中 至 少 有 一 个 是 超越 函数 的 
状况 ; 男 外 ,j= 二 0、1、2、…、v。 

代数 体 函 数 是 亚 纯 函数 的 推广 ,其 研究 内 容 之 一 是 值 分 布 问 

题 。 

设 w(z) 为 v 值 代数 体 函 数 。 命 在 z= 二 zo 点 w(z) 有 4 个 分 支取 

a( 天 co) 为 值 , 旦 在 zx 点 邻 域 有 表达 式 

wz)=aib.(z— 0) +b (2— zo) 


z 十 1 


玫 十 …: 
置 


nl(r,a) nn 


-一 -|= Dr 
上 式 求 和 为 对 位 于 |z|<r 内 w 一 a 的 零点 而 做 , 且 r 重 零点 计算 = 
次 。 若 在 zo 点 有 4 个 分 支取 为 2 为 值 ,并 有 展开 式 


vw (z) =b_,(z—z0) T+b_ i(z— Zo) 5 


则 用 
n(r,00) = n(r,w) 一 Dr 
表示 w(z) 的 相应 的 极点 个 数 。 这 里 z 二 zo 在 w(z) 的 黎 曼 曲面 灾 上 
的 点 为 4 一 1 级 分 支点 。 令 .2 ( 门 表示 农 中 位 于 |z|<r 上 的 > 叶 曲 
面 块 ,并 以 
nz(r,w) = ;XC— 1) 


表示 党 (7) 内 分 支点 的 个 数 , 且 按 其 分 支 级 计算 。 
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类 似 于 亚 纯 函数 Nevanlinna 理论 中 所 用 的 记号 ,引入 a 值 点 


密 指 量 和 分 支点 密 指 量 如 下 , 当 a 和 天 ce 时 
1 1f"n(t,a) — 7(0,0)0, 
YE a i 


N(r,a) 


= Nir, 


+ Dn(0,a)logr 
当 a 二 co 时 
NO,00) = Nr,w) = 
及 


Nx (lr,w) = 


if n(t,a) — n(0,0) 0 十 Ln(0,w)logr 


1 | na (t,tw) — nz 0,w) 
y Jo 


注意 其 所 用 的 密 指 量 与 Valiron 引进 者 相同 , 即 当 aEC( 复 平 
面 ) 时 


dt 十 na (0,w)logr 


1 
nlr, Ta) 一 2 "pera) 
1 1 
和 7 一 MY 7» ra) 
对 < 一 0， 
1 1 1 
Nn 吉 | 一 六 Nr 让 
对 a 二 o0 
_l1 1 
N(r,w)= LN| -元 | 


对 于 * 王 1 恒 有 Mer(Gryw) 王 0。 

注意 上 w(z) 的 分 支点 在 C 上 的 投影 区 为 判别 式 的 零点 。 今 
令 纪 为 C 上 连接 这 些 点 的 曲线 ,在 C/ 红 上 以 w(z) 分 离 为 v 个 单 值 
分 支 wj(z)(j 二 1,2,…,v)。 定 义 代数 体 函数 的 平均 中 值 函 数 , 当 
aEC 时 


m(r,a) 一 二 ;Dm "Ww a 


1 
= 了 + 
y ,> h log |w;(re”) 一 alde 
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当 a 一 ce 时 


m(r ,rw) 一 村 > mlr ,sw;) 
j=1 


一 去 | , log™ lw(re®) 1db 
称 
TC,w)=m(r,w) tN ,rw) 
为 wlz) 的 特征 消 数 。 
第 一 基本 定理 ” 若 w(z) 为 式 (5. 1) 确 定 的 v 值 代数 体 函 数 , 则 
对 a€C， 
4,(0) 


mm 人 r,a) 十 NGr,a) 一 Trym) 十 二 log S| te 
(5. 2) 
其 中 |s(Ceyr)| 委 log |a| 十 log2。 
证 明 : 依 
[wi (2) —aJw C2) a [wz)—a]=(—1) 0 
1 2 v A,(z) 
”利用 Jensen 公式 ,得 
1 1 1 1 
m(r,w—a)—m ra J ,eva) 
1 1 J 0,a) 
一 一 人 ,| + 上 Dlog ACO) 
于 是 
一 1 4,(0) 
mlr,a) tN(r,a) =T(r,w) tela,r) t+ Tlog DOra) 


式 中 el(a,7) 二 m(7,w 一 a) 一 m(r,w)。 注 意 到 
log! |w,;—a|<logt |w,;(z) | 二 logt |a | 二 log2 
log |w;(z) |<logt |w,(z)—G|++log! |a|++log2 


|s(Car)| 委 log+ |a| 十 log2 
般 而 言 , 若 a6 BY7 关 0, 则 
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ar 十 @ 
”7xo 十 8 


定理 5.1 若 w(z) 为 式 (5. 1) 确 定 的 代数 体 函 数 , 则 
1 
Te = ol “N|r， ‘J J de + 


1 Slogt [vw;C0)| (5. 4) 
vt 


人 


=T(r,w) +O0) (5. 3) 


证 明 : 在 
pz,e)=A,z) [Le —w(z) Le” —w(z) "Le”—vw,(z)] 
中 对 a 从 0 一 2r 积分 上 式 , 应 用 


一 工作 ip 

log+ |a| = 去 | loglee — aldyp (5. 5) 
推出 

去 |。 log |y(z,e") |da =1og|A,(z)| + Slog+ |w,(z) | (5. 6) 


j=1 


取 z==re”*, 对 式 (5.8) 中 的 9 积分 并 交换 积分 顺序 ,由 Jensen 公式 ， 
有 


1 1 
2rJ。 N| "f(z se") 


+ 去 | eg|4o0IT[e 一 wo]lds 


一 和 


, 闻 | + log14.0) | 十 Pm, vw)) 


从 而 式 (5.4) 成 立 。 
根据 定理 5.1 可 以 得 出 下 列 论 断 : 
(1) T(r,w) 为 logr 的 凸 增 函 数 ; 
(2) 去 | m(r,e”)da < log2，, 
为 方便 讨论 ,对 zEC 命 4(z) 一 aa 14;(z)|}), 记 


kl(r,A) = 去 | log4(re2)d0 


2 
定理 $5.2 若 w(z) 为 式 (5.1) 确 定 的 v 值 代数 体 聘 数 , 则 
T(r sw)—plr, A)+ Slogl ACO) | |<logz (5.7) 
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证 明 :因为 
2x 
支 | log |g(z,e) |da 


一 去 | iog14.coe” 十 4 (z)enoD 十 … 十 4oCz)|da 
0 


< log[ >) [Aj(2)| |S 1logACz) + logG + 1) 
取 z 一 re? 并 对 上 式 9 积分 ,又 利用 式 (5. 4) 知 
T(rsw) + blogl A TSH A)+ Slog(1+) 
或 
T(rsw)— pr,A)+ Tlog| ACO) |<log2 (5. 8) 
此 外 , 依 代 数 方程 根 与 系数 关系 ,有 
PE = DC Drw 2) , (2) 


其 中 (aa ca) 门 为 (1,2,…，) 中 到 2 一 7 个 数 的 组 合 , (一 1)* 
依赖 于 置换 


a a ee a 
1 2 … "一 
的 奇偶 人 性。 对 每 个 =EC , 令 
[wa C2) "wg ,2) | = max {we (2) ro (2) |) 
于 是 | 
log|Aj(z)| < log|A,(z)| + log |we (2)°rwp, (2) |+ logC, 


之 log|A,(z)| 十 > log+ lz (zy)| + vlog2 
上 式 右边 和 /无 关 , 故 
logA(z) 过 log|A,(z)| 十 > log* |w(z) | + vlog2 
对 0 积分 ,使 用 Jensen 公式 ， 
pr A ET sw) + log| A | +log2 (5. 9) 
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结合 式 (5. 8)、 式 (5. 9) 得 到 式 (5.7)。 

仿 亚 纯 函 数 ,对 代数 体 函 数 引进 相应 的 特征 。 代 数 体 函 数 
六 人 为 可 曲面 上 的 音信 亚 缚 画 数 “人 ?为 实现 只 到 一 
{co} 上 的 保 角 映射 。 


|w' Cre®) |? 
A = 二 人 [T+ lw re pp" 0d” 


称 
T(r,A) 一 
为 代数 体 函 数 的 球面 特征 函数 。 显 然 
(1) A(r,w) 的 几何 意义 : 若 W, 表示 w(Z) 将 黎 曼 曲面 块 


多 (7) 映 于 扩充 的 复 平面 C 中 的 像 域 ,F, 为 W, 通过 测 地 线 投影 
上 映 于 Neumann 球面 的 曲面 块 , 则 A(r,w) 表 未, 的 球面 面积 除 以 
总 面积 x, 其 中 曲面 面积 按 映射 的 重 数 计算 。 


(2) 个 (rz) 为 logr 的 凸 增 函 数 。 


二 | A ww) 
yjJo i 


(3) 人 (rz 和 Nevanlinna 特征 函数 T(r,w) 仅 相差 一 个 有 界 
量 。 计 算 知 


| 全 mo) — Tl) | Slog? + 1 Dlog VTTF Two T 
j=1 


5.2 代数 体 函 数 的 增长 级 
定义 5.1 若 w(z) 为 代数 体 函 数 , 则 


一 一 log7 (rz) 
elim log 
_1. logT (r ,vw) 
* lim logr 
分 别称 为 zww(z) 的 级 和 下 级 ; 若 0<P< 十 ce , 则 
Tr,w) 
o=lim 
rp 


称 为 型 。 
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因为 u(r,A) 和 证 (r,w) 与 T(r,w) 仅 相差 一 个 有 界 量 ,所 以 定 


义 5.1 中 能 代 工 (7,w) 以 lr,A4) 或 了 (7,w)。 
定理 5.3 如 果 w(z) 为 式 (5.1) 确 定 的 代数 体 函 数 ,其 级 为 2; 


令 op 为 式 (5.1) 系 数 4,(z) 的 级 , 则 
op 入 max(oi) 一 0 
,由 Ar,4) 的 定义 知 


证 明 : 第 一 
me 4 ) 十 logC 十 1) 


Ar 4) 委 
若 2 一 co, 则 po 委 0。 不 妨 取 访 二 co, 这 样 对 给 定 的 62>0， 当 r 之 rj 时 
m(r ,A;)<ri i 十 e 


当 r>>r 时 
Sm(r, A) 十 logG 十 1) 过 rt" 
据 此 ,po 委 p 十 se。 命 e~0, 有 pp。 
第 二 , 令 Ax(z) 一 max (|A;(z)|1,1A41(z)|}), 得 
yptr,4a) > plr, hn) 一 去 | logAnre®)do 
一 去 | iog+ [Ela 十 去 | log| Are’) 1dg 


多 公 |+ XI 到 ]+ logl4《o | 


一 
宇 T(r,fx) + log|Ai CO)| (5. 10) 
式 中 有 == 例 ; 由 此 推出 f(z) 的 级 px<p。 
但 f(z) 的 级 pa 一 max{pj,Pr), 故 pj 所 pn 竺 p。 
从 定理 5. 3 知 : 当 w(z) 为 代数 体 函 数 时 , 若 
(5. 11) 


lim 全 2 <co 
Ogr 


-oo 


则 w(z) 为 代数 函数 。 
事实 上 , 依 式 (5. 10) ,对 任意 族 &AE[0, 中 , 亚 纯 函数 广 符 合 


了 22 


应 用 亚 纯 函 数 的 性 质 , 所 有 f(z) 为 有 理 函 数 。 注 意 到 4,(z)、 
Ai(z)、…、A,(z) 不 能 具有 非常 数 的 公 因子 ,因此 必须 一 切 A;(z) 
(j 二 0,1,2,…,v) 为 多 项 式 , 这 时 w(z) 退 化 为 代数 函数 。 
反之 ,车 ww(z) 为 代数 函数 , 则 从 Valiron 特征 即 得 式 (5. 11)。 
定理 5. 4 ” 若 w(z) 为 式 (5.1) 确 定 的 v 值 代数 体 函 数 , 则 对 0 一 
r<<t<< 十 cc 有 


m ,|<10log*T 4,w) + 12log' 7 十 3log 二 十 om 
(5. 12) 

其 中 oo 是 仅 与 4;(z)(j 二 0,1,…,v) 在 原点 的 性 质 以 及 v 有 关 的 量 。 

据 定理 5.4 知 ， 
m ,了 | <alog* TG,w) + Bilog 一 log+ T+o, (5. 13) 
式 中 By 为 只 和 kk、v 有 关 的 常数 ,0 为 仅 与 &v 及 A;(z) 在 原点 
的 性 质 有 关 的 常数 。 

证 明 : 利用 
m -区 | 一 过 忆 | glweeo 1d0 


<log'T(r+2h,w)+3logt+2log FTC (5.14) 
这 里 h 汪 0,C 为 仅 和 v 以 及 4o(z)、4,(z) 在 原点 性 质 有 关 的 常数 。 假 
定 对 于 * 一 1,2,…,& 一 1,|z| 一 ”下 式 成 立 
7 <ilog'T (r+2hww)+Alog' +7logt +6 (5.15) 
其 中 a、p,、7, 为 只 与 vs 有关 的 常数 ,6; 为 和 sw 以 及 Ao(z)、A,(z) 


在 原点 性 质 A 于 是 当 s==& 时 式 (5.15) 成 立 。 因 为 对 
Lg we 4 


m 


logw;(z) = z | de (5. 16) 


求 & 阶 (次 ) 导 数 , 并 取 8 二 z 十 he”, 得 
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iogwto] 1 二 全 全 和 dy 


<cu| 工 去 [T+24,w)+ctelog' 广 | (5. 17) 
另外 ， 
(Ww LE) 
[logw(6) J "= + Pd) 
上 于 (二 一 1) 
Pi 一 Pi 区 ,区 各 为 其 变量 的 常 系数 多 项 式 。 故 
TO TO TO 
wo (EC) 


(&) 
8 |< logw I" | + iP 
依 归 纳 法 假设 和 式 (5.16) ,再 加 上 正 对 数 的 性 质 ， 
wo blogt T(r+2h,w) + Plog 天 十 名 log+ 二 十 和 


上 式 只 对 特殊 7 值 正确 。 一 般 情 况 下 ,根据 
nw i) EE Drih) th A + 2 m1 A— 1) 


w= 00 WwW=00 wo 


mlr 


nr yw) kn, ww) (2k Oo— 1 nz rw) (5. 18) 
式 中 (ra) 一 a | 表示 |z|<r 内 w(z) 的 判别 a 值 点 个 数 ， 


而 
vu) 1 
np, <n DO 可 十 nCp,w) 十 kNCP,w) 十 
(2k— 1)n p70 | 
判别 式 J(z) = LA,(z) EY [l [zw C2) — wlz)]? 
1<j<hy 


这 里 wj(z) 、wi(z) 为 wl(z) 的 分 支 ;应 用 定理 5.4 知 式 (5. 13) 成 立 。 
容易 证 明 : 
(1)m ,ee -| =O{log[rT (7,w)]} 


于 无 穷 级 时 可 能 须 除 去 线 测度 为 有 穷 的 ~ 值 集 ; 
(2) T(r,w )=m(r,w ) TFN, w') 


mr,w)+m 


,时 | NGsw ) +O0) 
TO 
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2T (r,tw)O{logLrT (7,1w)]} (5. 19) 


5.3 代数 体 函 数 第 二 基本 定理 


第 二 基本 定理 ” 若 w(z) 为 式 (5.1) 确 定 的 v 值 代数 体 函数 , 令 
ai(k 王 1,2,…,p) 为 p 个 判别 复数 (有 穷 或 否 ), 则 


a . 
PB — TI) < DN -二 二 | 一 Nira) + SCr,w) 
- k=1 * 
(5. 20) 
下 中 和 Cw) 为 村 从 点 密 指 量 ,r 可 信和 点 计算 :1 次 ,并 且 
S(r,w)=m 十 Dm ji) + 0 (5. 21) 


当 a, 二 co 时 式 (5. 21)p 人 力 一 1 。 
证 明 : 先 设 a:ECwj 二 wj(z) (I 一 1,2,…,y) 为 w(z) 的 vy 个 分 
支 ,由 恒等式 


全 了 1 1 k=—1 . 

I Da ; (5. 22) 
而 4 二 [ar 一 at) Caria) (Carian) (as—as)]!, 
w'(z) 为 w(z) 导 数 并 设 其 满足 
Pilzyw )=B,(z) Cw ) 二 B12) Cw ) 1 二 二 Bo(y)=0 
取 z==re”, 使 用 Jensen 公式 ， 
I 1 元 ET 


一 1 /j=1 


de 
入 A,(z) 
gs|[] yz, Qa) 


wT log 
“| 2 Nl», ra) 十 


log 


He 


= pN 


plog| A,(0)| 一 Slog ly0san)| 
k=1 


从 式 (5. 22) 知 
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站 1 
ql wi(z) 一 ax 加 


1 一 罗 ( 寺 os* | 
支 | os :| Tree cd9| 


"yl vw (z) 
< 2 去 |。 log™ |w’ Cz tT + > 去 ,os gj zi(Cz) — a 


j=1 k=1 


d9 一 


5 log* | Treeo — orlde + 00) 
今 对 上 式 右边 各 项 做 进一步 估计 。 因 为 


1 2r 十 1 
和 区 | ,log TT 


1 2" “ 1 “ 1 27 + ; 

一 去 |, 1% | we e+ > 2 3 | log+ lw; Cz)1do 
1 B,(0) 

= Nm 让 | 一作 ”五 , | + lo | sw) 


命 a 一 max{ Jas|} F(z)= [wz) —a1j* Lvw;(z)—ayj, 


2? |F,(z)| 有 zEC 使 |w;(z)|2a 


TO; P< 
| 2) | 1 其 他 
J 是 


支 | iog* IF,(z) 1d0 之 去 | log* lmwi(z)1dg 一 plog+a — 2plog2 
2rJo 2rJo 


推出 
1 2x 
了 >， 支 | ljog” |F;(z)|1d0 之 prm(r,w) 


j=1 


综合 各 式 又 利用 第 一 基本 定理 ， 


pz) TO ,ww') 十 SN r 


二 1 


N 


,十 | +Q(r,w) (5. 23) 
TO 
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p rw! 
式 中 Qsw) = Dm 各 j++ 00). 又 
Tw ) ETH TN) — Nsw) tm | 
得 
La 
1 
Po DIT) NG,W) + ON 
— Ni(7) + Qi ,w) (5. 24) 
但 
N=2N Cr) NG ww +N|r, | 
p 1 
Qilr,w) = Ymlr,— (ao = 0) 
ko0 a 
因为 Nr,w) 志 T(r,w), 所 以 式 (5.24) 可 变 成 ( 一 2)T(,w) 一 
p 
>,NM|r, 一 一 元 | 一 Ni + Qlr,w) (5. 25) 
k=1 


式 〈5.25) 中 当 {as} 包 括 c 时 也 正确 。 实 际 上 ,在 式 (5. 24) 中 取 
an+l 一 co ,再 以 如 十 1 替代 p 即 有 式 (5. 25) ,而 au 一 co 且 Qu(r,zw) 一 
pp ww! 
YI a 
下 面 分 析 式 (5. 25) 中 的 和 N1(7) ,注意 到 
Ni(r)=Ni(r,w)— Noa (rw) (5. 26) 
这 里 和 Nw(r,w) 为 分 支 密 指 量 ,Ni(r,w) 为 所 有 重 值 点 (有 穷 或 否 ) 


密 指 量 ,每 个 + 重 值 点 被 计算 + 一 1 次 。 因 为 如 果 在 z。 点 有 和 A 个 分 支 
取 aEC 为 值 ,其 重 级 为 r, 那 么 依 w(z) 一 4 二 (z 一 zo)Yws(z)、 
w'(z) 二 (z 一 z0) 也 wo(z), 得 到 当 r 一 4>0 时 zo 为 w'(z) 的 rc 一 4 重 
零点 ; 当 r 一 4<0 时 zo 为 w'(z) 的 4 一 rt 重 极点 ,所 以 


| 
?Ye 


m 


LR 
k=0 


o 


m(r)=2n(r,w)—n(r,w’)+n 


=2(r—1)— 3A—1) 
=—=Nm(r Ww) — no (r,tw) 
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表明 式 (5. 26) 成 立 。 结 合式 (5. 26) 、 式 (5. 25) 


p 
BOT) < ON) Mw) + 


&=1 


No (r,tw) 十 Qi1 (7 ,tw) (5., 27) 
再 由 下 式 
Nerow) 委 2(0 一 1)TGryw) 十 OC1) (5. 28) 
知 定理 得 证 。 
关于 余 项 SC(r,w), 当 w(z) 为 有 穷 级 时 
Sl(r,w)—=O(ogr) (Cr 一 co) (5. 29) 
当 w(z) 为 无 穷 级 时 
Slr,w)=O{log[rT(r,w)j} (Cr 一 co) (5. 30) 
注意 到 
p p 
o 1 
ZN ra)— Ni(r,w) 二 3 N a 
丈 | 7 二] 表示 判别 的 a 值 点 密 指 量 ,这 样式 (5. 20) 可 写成 
p 
B27 < 2 Bln 工 二 | + O{log[rT Cr,w)]) 


(5. 31) 
在 无 穷 级 时 可 能 须 除去 一 个 线 测度 为 有 穷 的 7 值 集 E。 
当代 数 体 函 数 w(z) 的 分 支点 密 指 量 满足 
Naz(r,w)=OLT(r,w)!] 
时 ,从 式 (5.25) 知 
1 


TU — Qa. 


p 
[p—2—ODITG,w) < ON 


k=1 


r, 


—Ni(r,w) 二 SCr,rw) 


(5. 32) 
定理 5.5 车 w(z) 为 v 值 代数 体 函 数 ,并 取 ai(k 二 1,2,*…,p) 
及 b;(j 二 1,2,…,q) 为 两 组 有 穷 异 于 零 且 每 组 内 判明 的 复数 , 则 


[pi+g—6G—1) Tr,w) < (g++ DN 


-十 | 十 2 N(r,w) 十 
w 
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N 


Tw — a 


人 + Si(r ,tw) 
TO 


其 中 Si(r,w) 具 有 余 项 的 性 质 。 
证 明 : 对 四 (z) 应 用 式 (5. 24), {ar} (k=0,1,",p) 和 vw' (z)， 
{0;} (j= 二 0,1,…,g); 设 ao 二 bo 二 0, 得 
p 
PTWw) TN Ww) + DNIr 


k=0 


1 — Ni(7) + Qi(r sw) 
= 


(5. 33) 
及 


qT (rw ) < ON 


j=1 


rr 十 NG,w") — N(r ,ww’') 


一 N -十 | 十 QiCrz ) 
TO 

依 Jensen 公式 

gT (rw) =gT ,十 |+OGD 
qT(r,w ) 十 ONIr 二 | 一 Ni| > .证 | 十 qm -区 | 十 O(1) 
<aN|r wt No wy + DN|r, i)| — 

j=1 了 

[a—DN|r DENG,w) HN | |+Qer ww) (5.34) 
而 
Q,r sw ) = > n| Ds) + 2m|r, | +gm -区 | 十 0 


式 (5. 34) 加 式 (5. 33)， 


( 户 十 ga)TGrow) Nw) + (q+ DN | 十 
pt gq 
ZX r - 十 oN r 中- 


了 29 


[we + Nr, Bb)+aN "| |+ Qs sw) 


式 中 Qs(r,w) 一 Qs(r,w ) 十 Qi《r,w)。 利 用 
NG,w HNC,w) HEN(G,w)+ 
20—1)(2k—1)T(r,w)+O() (5. 35) 
长 化 NCr,w”) ,在 QCr,w) 各 项 中 用 定理 5.4, 再 结合 式 (5.19) 可 
得 出 定理 结论 。 
如 果 车 w(z)、{a;} 、{5;} 符 合 定 理 5.5 的 条 件 ,那么 


[pi+gq—6G—1)T(,w)<2 Nrww) +N, ,十 | 


p 
ee 

i=1 7 
十 DN wrt (r,tw) (5. 36) 
这 里 5 (vw) 具有 余 项 的 性 质 ,同时 
Ny, 1 1f mt,a) 0,40) 十 1 (0,a)logr 

wa VJo t y 
(5. 37) 


mn,(7,4) 表 示 w(z) 一 a 在 |z|<r 内 的 零点 数 , 且 其 重 级 不 大 于 v 时 
按 重 级 计算 , 重 级 大 于 " 时 只 计算 "次 。 | 


5.4 代数 体 国 数 的 亏 量 和 亏 值 


定义 5.2 设 w(z) 为 C 上 v 值 代数 体 函 数 , 对 于 aEC 称 
1 
mlr, N 


8a)=6(a,w)=lim 2 lm wa 


aw Tw) wo T(r,w) 
为 w(z) 关 于 a 的 亏 量 , 当 9S(Ca)>0 时 称 a 为 亏 值 ; 置 


N 


-x 
9 = -lim 


r, 


rT, 7 ， 
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| ~， 


O(a)=0(a,w) =1— lm oy 
分 别称 为 a 的 分 支 指标 、 分 支 量 。 
由 定义 和 第 一 基本 定理 知 
0<6(a) 委 6(a) 十 0(a) 
mlr, 1 j+N r， 入 | >， 
<lim —a Po w—a) _ gel 


定理 5.6 车 w(z) 为 C 上 v 值 代数 体 函 数 , 则 最 多 有 可 数 多 个 
aEC 使 8(a) 二 0, 并 满足 


>») O(a)&2y (5. 38) 


aeC 


事实 上 ,对 w(z) 应 用 式 (5. 31), 有 
N 


2 wa Slr,w) 
a ， 
1 om < + Tm) 
对 上 式 取 极限 ， 
p 和 7 7， 1 
2 limll WwW 
kl 一 co T(r,w) 
» N| 7, 1 - 
一 3 
过 
和 1 一 各 一 Fo < 


表明 @(a)>> 方 的 < 最 多 有 2vp 个 ,因此 集合 
4,=(e ala€C, <0 < i 
最 多 有 2vzp 个 元 素 。 于 是 
A= {a|la€C,0 (a) > 0}= Ua， 
最 多 有 可 数 多 个 元 素 ; 在 4 中 》) 8(ay) 志 2v, 即 式 (5. 38) 成 立 。 
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设 7 为 正 整数 ,以 N” | 
其 重 级 不 大 于 Y。 记 


N” 


上 | 表示 w(x) 的 a 值 点 密 指 量 且 


上 
N’ | > 


7r, r, 


wa 


1 j=N 
—a 


—a 
类 似 地 ,以 N” (7,a)、N” (x,a) 表 示 w(z) 的 重 a 值 点 密 指 量 的 相 
应 量 。 因 为 


可 
NY FFEIN 


有 


N 


7 一- 


六 
w—a 


a 一 人 raosFTN|r， 


Kz7+ 
po + 


y+1 
EN (ra) SFT 


1 Ary+ 
一 7TTA (Cry&) 十 O(1) 


其 中 玖 ”” | 表示 重 级 不 大 于 7 的 w(z) 的 判别 的 a 值 点 密 指 
量 。 今 设 7C% 二 1,2,…,p) 为 正 整 数 , 则 式 (5. 20) 成 为 


"wo—a 


Ha 
(p — 2WTr,w) < >) [ r 


一 Nrsar) |+ Sr za) 


&=1 一 
p 1 p 1 
<T0m DIF "| Sw) 
或 
p 
Trow)| 
<Y me i, SG,w) (5. 39) 
N+l "ww 一 a ” 
定理 5.7 设 w(z) 为 v 值 代数 体 函 数 , 若 
1 
[LN wa 
Oy+(a)=1 lim TC 
则 
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La 
7 
和 2 IO Co 入 2 (5. 40) 


定义 5.3 若 9 yi(a) 一 1, 则 称 a 为 w(z) 的 7 级 简约 满 亏 值 。 
定理 5.8 设 w(z) 为 单位 圆 内 的 v 值 代数 体 函 数 , 若 当 r~ 一 1 时 
Tu,w) 


log 1—r 


则 对 所 有 aEC 有 Bt (a) 一 0, 最 多 除去 一 个 可 数值 集 {a}), 使 当 
By+ (a)>0 时 符合 


De (< 
反之 , 若 
30,(0)>0>2 1 
则 


Hr 0) -一 7 二 1 
"ol 70 二 20 二 1 
8 工 一 7 
定理 5.9 设 w(z) 为 v 值 代数 体 函 数 。 若 w(z) 的 每 个 a,(& 二 


1;2,…: 六 ) 值 点 的 重 级 不 小 于 m，, 则 


pe 
> 二 之 Pp 一 2 (5. 41) 
k=1 
当 所 有 区 宇 2 时 p 声 4v。 
证 明 : 从 式 (5. 31) 出 发 ， 
p Nir 
"wo a Of{log[rT (r ,rw) ]} 
乡 1 T(r ,rw) 二 2 十 7 (rzo) 


根据 第 一 基本 定理 ,上 式 变 为 
N 


r 


9 
WwW a 


Ol{log[rT(r ,rw)]} 
T(r,w) 


> 


“=!1 [1 + OIN 


< 27 十 


广 ? 
TO 一 8 


了 33 


由 假设 ， 


这 样 


如 果 gj(z) (二 1,2,…,p) 为 p 个 超越 整 也 数 ,满足 


Dog) 一 1 > la|l 关 0 (5. 42) 
那么 和 
S60,g) < <p—1 (5. 43) 
其 中 和 
N "| 


(0,g;)=1 lim 元 Cg) 


定理 5.10 车 w(z) 为 式 (5.1) 确 定 的 v 值 代数 体 函 数 ,并 以 a; 
(j= 二 1,2,…,v 十 1) 为 亏 值 , 则 其 下 级 为 正 。 

证 阴 : 设 ajECaEC, 令 

pzs0))=Alz)ay+ A iz)a7 二 … 十 A(z) = gj(z) 

当 ayi1 二 00 时 gyr1(z)= 二 4h,(z)。 取 z==re*、t 二 Re”* .R= 二 or(o> 


AN BEiCz) 
1) ,利用 Poisson 一 Jensen 公式 于 二 C27? 
gi(zZ) 1 f2” SIC) R:—r’ 

log BuriCz) | -到 | log gt1(C) | RR: 一 2Rrcos(2 一 0) 十 rd 

_ PPz — R’: — oz 
+ Zlog RG Re — BE ~ Zlog Re R(z — a ) 

其 中 {af?)、{B?) 分 别 为 个 Cz3 Be ;在 圆 |z|<R 内 的 零点 .极点 。 因 为 

Ri—r? | Sz 
Ri—2rRcos(g OD Hr (Ez =1+Re| cS | 
所 以 上 式 能 长 化 为 
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gi(z) 工人 gi(6) 1 . 
Bvt1(2)| 、2rJo og| 2 q9 十 (a 一 1)x 
2n , 
[log| 人 dp 十 
— Bz 
2 log 去 之 Re By (5. 44) 
由 于 
工人 站 er) do 一 | 十 | | ,| 
鞠 (可 dp=N|R, B NIR 十 OQ(1) 
1 og EE | |ap— ml R, | RS 
2rJo 8 | g (5) 了 a 如 ,+1 Tm ， Bi 


<27 | R,2 8 +00) 


注意 到 -人 Sitz》 的 极点 {pP } 包 括 在 忆 ，(z) 的 零点 集 {8j)} 之 中 ,于 


+1(Z) 
是 式 (5. 4 由 讼 为 
log | -Eee [<x|R 江 | N|R, 1 | 十- 7|R， 8 | 十 
gv+1(z) 7 Bvt+1 o—1 Bu+1 
R’ — Bz 
1 一 
Le Re— fj| tou) 


对 每 个 zEC, 置 
8g(z)= max {|g;(z)|} 
1 委 J 委 "十 1 


Giri(z)=max{|g;(z)|, gz)|) 


又 记 
prsg) = ;| logg (re”)d0 
p74 ) = 去 | log Giii(re”)d0 
而 
人 re =p(7r,Gi1) 十 DGD) 委 wwr,g) 十 O(1)， 
有 


了 35 


1 


1 
ee pal Soe Neos —N[R,o |+ 
一 Piz 
1 一 -一 一 一 一 O(1 
pCR,g) 十 2 Re — p,) 十 (1) 
作对 上 趟 求职 分 ,着 
27 1 
去 | loglg zl1dg = N|r, | + od) 
与 
1 R’ 一 Biz | 
-一 d0 一 1 二 |d0 
2 | Po RCz — Bb) 去 |。 8 
= N|R, 1 N|7, 
Bvt+1 Bvt+1 
式 中 
R? -一 Biz 
1 RE — pb) 
六 直 二 名 
推出 
LE max (SN|R, tieR e100) 


1&j<v+1 


今 7 二 max 人 一 (Caiz))<1， 到 .Cc 符合 7 二 c' 二 c 过 1 ,注意 到 
1 委 J 委 "十 
Jr) pA TOD Tw) OU) 


当 R 之 ro 时 ， 
TN|R, | <eTRw) = (Rg) tO 
了 
结果 
prsg) < (Ft pCR,8) 
而 o =—1+0 ) "得 


1 了 
paroE)>5 Aor 8) > >| :| plrosg) 
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对 任意 7r 宇 ro, 存 在 使 ”ro 志 r 过 a"!'ro ,这 样 


logulr,g) logp(o"ro, 8) mlog ce +logp(ro8) 


logr log(o”t!r,) (m 二 1)logo 二 logro 
从 而 
logT(r,w) _,, logy(r,g) log ca 
当 c 一 7 时 ， 
log yt 
HH 之 一 二 一 之 0 
iog| 1+ 万 


如 果 w(z) 具 有 v 十 1 个 满 亏 值 ,那么 w(z) 的 级 或 是 整数 或 是 无 穷 。 
5.5 代数 体 函 数 的 唯一 性 问题 


设 ww(z) ,zw(z) 分 别 由 式 (5.1) 与 下 式 

Blz,w) = Bz)w’ + By iz)w ”1 二 + Bo(z) (5. 45) 
确定 ,不 失 一 般 性 , 取 j<v, 以 no(r,a) 表 示 w(z) 一 a 和 w(z) 二 a 在 
圆 |z|<> 内 公共 值 点 数 , 且 每 个 值 点 只 计算 一 次 。 仍 命 


pk 二 vf No(t,a) | > 
Nolr,a) 一 3 | 7 t+ 十 
和 


¥ A,(0,a)logr 


Ni (ra 一 入 


< j+T 
定理 $.11 设 ww(z)、z(z) 分 别 为 > 值 .w 值 代数 体 函 数 且 4 声 
v。 若 对 4 十 1 个 aj)ECC(I==1,2,… ,4y 十 1) 函 数 w(z) .w(z) 有 相同 
的 aj 值 点 ,但 不 计 其 重 级 , 则 w(z) 关 区 (z)。 
证 明 :应 用 第 二 基本 定理 于 ww(z) .ww(z) 和 ai 当 p 二 4v 十 1 时 


六? 


,一 j=—2 Nr ,a) 
Tw—a 


p 
(p— TOw) < > 和 


j=1 


p 
(p — 2)T(r,w) < < 之 和 


二 一 | 十 SGrm) 


十 S(r,w) 
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两 式 相 加 ,并 采用 上 面 的 记号 又 计 及 ps<w, 得 


p 
(p — VITO ww) + Tow)] < >， Nlr,a)) 


j=1 


p 
+ 22) Nolr,a)) + O{log[rT Gr ,ww)T Gr ,rw)]} (5. 46) 
j=1 


当 w(z) .w(z) 之 一 为 无 穷 级 时 ,可 能 须 除 去 一 列 长 为 有 穷 的 区 间 序 列 。 
若 w(z) 闫 w(z), 则 


一 1 
>) no(r ,Qa) < n rR 


式 中 RCY,@) 为 J(z,w) 和 Blz,w) 的 结 式 , 即 
ROY,B) = [Az) YTB, C2)T I [ez) — wz)] 


l&j&r 
l<kep 


依 Jensen 公式 


N = 去 | os [RY,®) 1dg + log 
2rJo 


1 1 
,RG | RG,$) 


一 | log |Are?) 1d0 十 | log [Bre?) 1d9 十 


z=0 


1 2 下 ~ ; 
去 | log | ] CwjCre®) — wre®)] EG 十 O01) 
0 1<jS， 
1 和 & 安 产 


pThr,w) + TO,w)] 十 DG) 
导出 


PN, ) SAE LT rs) +tT ,JO 


<<vT Cw) TOG,w) +0) 
把 上 式 代 数 式 (5. 46), 有 


p 
(pC— AVITOw) + Tew)] < >， Nilr,a)) 
j=1 


+O{log[rT (Gr,w)T ,rw)]} (5. 47) 
由 假定 ,wlz)、w(z) 对 于 4v 十 1 个 a;€EC 具有 相同 的 值 点 (不 计 其 
重 级 ), 这 时 对 如 aj 值 有 Niz(r,a,) 二 0; 这 样式 (5. 47) 变 为 
TOr,w) tT ,ww) <O{logtrT Gr ,ww)T ,0w)]) 
这 里 考虑 超越 代数 体 函 数 , 故 上 式 不 成 立 ,表明 
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wlz)=w(z)。 

令 a= 二 (alyazy""* 4p); 而 pp 之 2 有 ajEC; 久 Gl(z)=G(gi(z), 
g2(z),… ,gp(z)), 其 中 人 gj;(z)}) 是 线性 无 关 的 整 卫 数 。 对 每 个 zE 
C, 定 义 

g(z)—= max {|g;(z)} 
1<j<p 
记 
T(r,G) = 去 | logg re")do — logg (0) 
2FJo 


定义 5. 4 设 a 一 {a 四 ,a0 }) 且 二 1,2,…,g( 守 pp), 若 
ta} 中 任意 zp 个 向 量 均 线性 无 关 , 则 称 {a*}) 为 允许 向 量 组 。 设 


Fi(z)= G(z)a® = Dra) 若 {aw } 为 允许 向 量 组 , 则 称 
(F(z)) 为 允许 线性 组 合 ， 


p 
用 nCr,Q) 表 示 G(lz)a 一 2》)ajgj(z) 在 |z|<r 内 零点 数 ,并 按 
j=1 


其 重 级 计算 ;用 ns,_y(r,a) 表 示 G(z)a 的 零点 数 , 并 当 重 级 不 大 于 
Pp 一 ?时 按 重 级 计算 ,否则 只 计算 p 一 7 次 。 取 元 (r,a) 二 n(r,a) 一 
np-1lra) ,相应 地 定义 密 指 量 : 

N,-7rlr,a)—=N,1i(r,Ga=0) 


[ np_7(t,a) 了 np-7(0,0) 十 np-7(0,a)logr 


定义 5. 5 ” 设 w(z) 为 式 (5. 1) 确 定 的 v 值 代数 体 函 数 。 如 果 A,(z)、 
A,_1(z)、…、Aolz) 线 性 无 关 , 那么 称 w(z) 为 一 般 型 代数 体 函 数 。 

定理 5. 12 车 w(z) 为 v 值 一 般 型 代数 体 函 数 ,aiEC 且 & 一 1、 
2、….9 为 ga(>v 十 了) 个 判别 的 复数 , 则 


9 
(qg—y— DTGw) < ON, r 


天 一 1 


1 二 | 二 SCr,rw) 


?ve 
(5. 48) 
式 中 $(r,w) 具 有 余 项 的 性 质 


了 39 


6 无 穷 维 空间 函数 的 积分 
6.1 可 测 函 数 


6.1.1 弱 可 测 与 强 可 测 


定义 6. 1 设 向 量 函 数 z(a)、x,(a)E€E( 巴 拿 赫 空 间 ) 且 a€ [0， 
1]。 于 是 : 

(1) zx,《qa) 称 作 几 乎 处 处 收 钙 于 xz(Ca), 如 果 存 在 零 测度 SoE 
[0,1J 使 4E [0,1] 八 S$。 当 n 一 cc 时 范 数 ‖ zs(a) 一 zCa) 上 一 0; 

(2) x,(a) 称 作 测 度 收 敛 于 x(o) ,如 果 对 每 个 e>>0, 当 ”ce 时 
均 有 外 测度 mE( | x(a) 一 zi(a) ‖ ) 宇 e>0。 

定理 6.1 若 z 习 Co) 几 乎 处 处 收敛 于 zc) , 则 z(o) 必 测度 收敛 
于 xz(a)。 

定义 6.2 (1) x(a) 称 为 有 限 值 的 ,如 果 其 在 不 相交 的 可 测 集 


合 S: 上 取 常 量 ,S; 满足 Us 二 [0,1] 且 当 i 关 j 时 S; 关 Sj; 


(2) z(a) 称 为 可 列 值 的 ， 如 果 zCa) 在 任意 可 测 集 SEL0,1j] 最 
多 取 可 列 个 值 在 巴 拿 赫 空间 EE。 

定义 6.3 x(a) 称 为 可 析 值 的 ,如 果 其 值 域 x4L0,1j) 二 R( 距 
离 空间 ) 是 可 析 的 ;z(a) 称 为 几乎 可 析 的 ,如 果 存 在 零 测 集 SoE [0， 
1 使 zx(L0,1JjNSo) 是 可 析 的 。 

定义 6.4 (1) z(o) 称 作 弱 可 测 , 如 果 任 意 线性 泛 本 数 fE 无 
(E 的 共 斩 空 间 ) ,使 fLxCa)] 在 L0,1j 为 勒 贝 格 可 测 ;(2) xzCa) 称 作 
强 可 测 ,如果 存在 函数 到 zx, (a) ,每 个 zx,(a) 在 巴 拿 赫 空间 E 中 取 可 
列 值 的 ,zx,(a) 在 L0,1j 几 乎 处 处 收敛 于 xz(a)。 

定理 6.2 当 且 仅 当 zxz(a) 弱 可 测 及 几乎 取 可 析 的 时 xz(a) 在 
[0,1j 强 可 测 。 

证 明 : 必要 性 。 若 x (a) 强 可 测 , 则 存在 零 集合 S。 以 及 序列 
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{zn(a)} 为 可 列 值 的 函数 。 对 任意 wE [Lo,1]\So, 当 ?”->co 时 
上 ze) 一 zCo) 上 一 0。 车 pEE 为 任意 线性 泛 函 数 , 则 当 a€ [0,1 仆 
So 时 |9(zx(a)) 一 p(xi(a))| 一 0, 此 plzx,(a)) 最 多 取 可 列 个 不 同 的 
值 ,每 个 值 取 在 可 测 集 上 ,表明 勒 贝 格 可 测 。 由 于 p(xz(a)) 为 可 测 函 
数 的 极限 ,因此 pkxCo)) 也 可 测 。 
充分 性 ,不 失 一 般 性 , 设 x(a) 是 可 析 的 ,这样 存在 一 元 到 xz, 一 
zla,) 稠 密 于 xz([0,1J])。 命 %EE 为 序列 线性 江油 数 并 满足 
iIgCza) | 二 上 5、 p==1, 由 gCzCe)) 可 测 知 |p,《zCa))| 也 可 
测 。 取 
fq) 二 sup|gr《xba))|, 推 知 f(Q) 可 测 。f (a) 志 x(a) 对 所 有 a 
成 立 ; 但 当 a 二 a 时 fa) 二 x(a) 有 。 当 a 关 a, 时 对 任意 s 盖 0, 存 
在 nx 使 | zco) | > |‖z(o) 一 e。 于 是 
fp (zr(a)) | 守 |9.(r(a))|— 
[gra)—z(a))|> | rl0) | —2e 
故 jc) 一 |z(e) ,xCa) | 可 测 。 
依 前 段 证 明知 | za) 一 z | 也 可 测 。 置 


Sm 一 ,1z(e) 一 中 一 去 ] bm 为 正 整数 ) 


eaE [0，,1 


这 样 8 为 可 测 集 ,S 一 So, = [0,1]。 


天 一 了 
令 Shi 二 SmsS 一 Sm、\ Sj, 当 n 之 1 时 5S, 互 不 相交 ,其 和 
i=1 
为 S。 定 义 


ao(a) 一 Ts 
aE Sn mn=1,2,.),。 (zm Ca)} 为 可 列 值 的 消 数 组 
|zo 一 zco | < 二 
对 任意 m、a 成立, 表明 x(C(a) 为 可 列 值 的 函数 的 一 致 极限 , 即 强 可 
测 。 
从 定理 6.2 知 : 若 z(a) 可 析 , 则 强 可 测 等 价 于 弱 可 测 。 
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“ 当 

强 可 测 函 数 具 有 一 般 勒 贝 格 可 测 函 数 的 性 质 : 

(1) 车 z(a) 、.y(o 在 [0,1] 强 可 测 , 则 对 常数 alias 有 ciz(Co) 十 
azy(a) 也 强 可 测 ; 

(2) 车 ja) 为 在 [0,1] 上 可 测 的 实 函 数 , 则 当 z(a) 强 可 测 时 
f(a)xla) 也 强 可 测 ; 

(3) 车 x(a) 为 一 序列 强 可 测 函 数 的 几乎 处 处 的 极限 , 则 (a) 
也 强 可 测 ; . 

(4) 在 (3) 中 的 “极限 ”可 换 为 弱 极 限 ,结果 也 成 立 ; 

(5) 若 立 Co) 测 度 收 敛 于 ze) , 则 ze) 也 可 测 。 


6. 1. 2 P- 积 分 和 B- 积 分 


定义 6.5 车 函 数 从 [0,1] 映 射 到 巴 拿 赫 空 间 , 则 称 zx(a) 为 
可 积 的 , 当 且 仅 当 存在 一 元 x。€EE 使 对 任意 泛 函 数 /EE 有 


| Aczco)ade = f(z,) 
左边 指 勒 贝 格 积分 , 依 定 义 ,得 
CP)| zcoda 一 mn 


从 尸 -积分 定义 知 , 可 积 函 数 为 弱 可 测 。 
定理 6.3 积分 是 唯一 定义 的 。 


事实 上 , 设 CP)| zede 一 zi、 CP)| zda 二 zlo 同时 成 
0 D 


立 ; 由 定义 知 f(zx?) 一 f(z8?) 对 任意 泛 函数 1EE 成 立 , 利 用 巴 拿 
赫 定 理 推 出 zx5" 二 zx 。 


定理 6.4 〈P)| [aizi(o + arsCo]de 
= a(P)| zo)de 十 az(P)| zaCoada 
证 明 : 由 定义 ,对 任意 AEE 得 
|7 [or + aszelo)Jde = | fra))de + 
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ci| f(zs(0))de 
即 有 
1 1 1 
cp)| [aizi(Ca) az (a) ]da 一 al CP)| > (a)da + arcP)| z (a)da 


定理 6. 5 称 取 有 限 或 可 列 值 的 孙 数 为 简单 函数 .简单 函数 是 
可 积 的 , 且 


CP)| zda = >)zm(S)) 
° j=1 


当 z(o) 一 ie € 5S) 时 芝 JS, = [0,1], 此 Sj 可 测 。 
证 明 : 设 [0,1] 分 解 为 有 限 个 可 测 集 的 和 。 
L0,1] = Us, (n 为 有 限 或 无 限 ) 
r(x (a€ES) 
这 样 f(z(@)) 二 f(zj), 当 a€S); 时 


| rezcoyd = DO fr)mS,) = fl ms 
0 j=1 j=1 
取 zo 一 Dx mS)) € 五 ,有 

j=1 


[fez de = Fa 
即 
CP)| zde 一 Xo 一 Dz mS) 
定理 6.6 若 z(a) 为 弱 有 界 . 可 测 向 量 函 数 , 弱 收 仿 于 z(e)， 
则 <(a) 也 为 弱 有 界 . 可 测 函 数 ;或 ,对 任意 AE 巨 ,得 
fzxaa))— fra)) 
1 1 弱 
又 命 Cp)| za)da 一 Zoo、 Cp)| zada 一 zo , 故 极 限 zu 一 >zo 是 
唯一 的 。 
定理 6.7 设 T 为 定义 在 巴 拿 赫 空间 上 的 线性 有 界 运 算 ,其 
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值 域 为 巴 拿 赫 空 间 已 ,。 若 z(a)C 玉 .aeE[o,1] 为 已 -可 积 函 数 , 则 
T[z(a)] 也 是 P- 可 积 , 当 CP)| zde 二 zo 时 
CP)| T[zCo]ae = T[z,] 
证 明 : 设 人 将 EE 变 到 Ei、.pEEl, 有 
p{TLz(a) |}= f(x(a)) (f EE) 
及 存在 T 的 共 e 运 算 f=T*9, 对 任意 x， 


pTLzx)])= f(z) 
注意 到 


| wrrzco]idc= | fcr(e)de = zu = PTEzo]) 
得 
CP)| 7[z(o]dae = T[z] 


定义 6.6 车 可 列 值 向 量 函 数 zCa) 从 [0,1j 变 到 巴 拿 赫 空间 
E, 则 称 zx《a) 是 可 积 的 , 当 且 仅 当 中 x(a) | 勒 贝 格 可 积 。 依 定义 ， 


(8)| zde = Sz ms,) 
0 i=1 


其 中 ;为 可 测 集 ,z (a) 一 zx.(a€E 8), [50,1] 一 U5.S; ns = 
民 天 7J) 。 
因为 | 1 z(o 1da = zm(S), 所 以 


了 


1 1 
| CB) | zo)de | < lz ae 
0 0 
对 任意 EE， 
| ezco)de = Df rms) 
0 所 


由 上 式 知 对 可 列 值 淆 数 而 言 ,P- 积 分 等 价 于 B- 积 分 。 

定义 6.7 车 函数 xCa) 从 [0,1J] 变 到 巴 拿 赫 空 间 E, 则 称 zCa) 

为 B- 可 积 , 当 且 仅 当 存 在 可 列 值 哺 数 列 {x.(a)} 几 乎 处 处 收敛 于 
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Xla), 且 满足 
lim | | zala) OO— zla) lda=0 
依 定义 
1 1 
cB)| za)da = lim cB)| Xx.(a)da 


定理 6.8 由 定义 的 条 件 可 推出 积分 的 存在 , 且 是 唯一 存在 的 。 
证 了 明 ; (1) 存在 性 。 


| (B)| zcoyda 一 CB)| zcodc 


< 去 | CB)| Leno) — x,(a) Jda 


< lz -mo de 
于 是 二 | z.(a)da 为 柯 西 基本 收敛 列 。 因为 E 是 完备 空间 ,所 以 
极限 存在 , 记 作 (B)| z(e)da 。 
(2) 唯一 性 。 命 
z, = (B)| zoda limz, = x 
由 定理 6.7 知 对 任意 fEE， 


fd) = | foo)de Fr = f(z) 
又 
| Aero) - ferale)) da 


过 | ad zd Nd FAI) lz 一 mo | da 
这 时 
因为 f(x,《Qq)) 几 乎 处 处 收 钙 于 f(zxCa)), 所 以 

| czcopoaa 一 lim| fCz,Ca))da 
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f(x) = lim | f(z,(a))de 
男 设 {y《Q)}) 几 乎 处 处 收敛 于 xz(a) ,得 
yn 一 | .Cae limy, = y 


而 f(y) 二 A(x) 对 任意 fEE 成 立 。 足 见 z==y, 即 极限 是 唯一 的 。 
定理 6.9 向 量 函 数 z(a)EE 且 a€L0,1j 为 B- 可 积 的 充 要 条 


件 是 za) 强 可 测 ,而 | 1 za) de < co。 
证 明 : 设 z(a) 可 积 , 则 存在 可 列 值 函数 列 xz,(a) ,使 


limz (a)= x(a) 
几乎 处 处 成 立 ,表明 x(o) 强 可 测 。 又 
[EC EC 
当 n.moo 时 上 式 有 边 趋 近 于 零 。 取 oo, 下 式 成 立 
jz tah la dt lz — zh de 


反之 , 若 z(a) 强 可 测 且 | z(o) | 为 可 积 函 数 , 则 
上 zke) 一 zsCa) | 几乎 处 处 收敛 于 零 。 这 样 


| | ze — za) | da>0 
表明 当 m ,zz 一 co 时 

1 

| lz) 一 mo dao 


B- 可 积 消 数 的 性 质 : 
性 质 (1) 若 z (Ca) .zz(a) 在 [0,1] 上 B- 可 积 , 则 对 实数 a1、a， 有 


1 
| tao) 十 azzz(a) ]da 一 | roda 十 ai| zea)da 


性 质 (2) | | zcoadz 


1 
< | 1zco ld 


性 质 (3) 车 [0,1] = Us,.s, 门 S, = 名 (rn 关 mm) ,5S, 为 可 测 


集 , 则 
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| zx(a)da = ja 


性 质 (4) . 若 Fa) 是 在 [0， 1] 闭 区 间 有 界 .可 测 的 实 函 数 ， 
zla) 为 在 [0,1J 上 可 积 的 向 量 函 数 , 则 f(a)z(o) 可 积 。 


利用 性 质 (4) 易 推出 性 质 (3)。 
实际 上 , 置 
加 有 a€ SC[O,1] 
fgsH=—{ wes 


| (Ca)z(a)da 一 | zcode 
5 


据 此 知 [0,1]= US SnS 一 COG 尖 门 。 令 /CO= 27gs(o) ， 
导出 
| zcoac 一 | -Acozcoadc 一 >) [zoe 
il Ss, 
性 质 (5) ”如 果 zCa) 在 [0,1] 上 可 积 , 对 任 给 e 汪 0, 存 在 6>>0(6 
与 x(a)、e 有 关 ) ,那么 当 Dy)m(S,) < 9 时 (S.C[L0,1])， 


| zcode 
S, 


证 明 ; 记 S 一 Us, , 依 性 质 (3) 


[= (a)da = 2 (Ca)dea 

定义 范 数 
jos |<» 
应 用 


注意 到 x(a) | 可 积 ， 


je 


< 3| | zca) ll da 
用 实 函数 理论 知 ， 对 任意 ec>0， 存在 S>0， 
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当 y\m(S,) < 3 时 > | | zco | da <e。 
n=1 


性 质 (6) 如 果 z(a) 在 [0,1] 上 B- 可 积 ,而 T 为 线性 运算 从 E 
变 到 Ei ,那么 对 z(a) GE 五 ,有 下 式 成 立 : 


7[| zcode]= | 7[zco]as 
证 明 : (1) 车 xCa) 为 可 列 值 的 向 量 函 数 , 则 
7T|| zcode]= T[ Dmcs)] 


二 27T[z]m(S) 一 | 7Ezco]dc 


| 7EzcoJldes TI lz de< om 
(2) 车 zx(Q) 二 limz, (a) 几乎 处 处 成 立 , 则 


| | Tx) ]dea 一 | TEz, (a) ]da 


= | | 7[zco —z,(a) Jda | 
<ITI | | z(o) 一 mo) da 但 
| lz — zde m0 
故 
| TEz(0) Jde = lim| TLz,(0) Jde 
6. 1.3 有 界 变 差 函 数 


定义 6.8 向量 函数 z(t) 定 义 在 [0,1] 上 取 值 于 B 空间 E( 巴 拿 
赫 空 间 ) 称 作 弱 有 界 变 差 函数 ,对 任意 /EECE 的 共 罗 空 间 ) 使 
f(z(4)) 是 一 个 有 界 变 差 函 数 ( 实 函 数 )。 

定义 6.9 zx(z) 称 为 强 有 界 变 差 函 数 , 当 

sup| DN zr) 一 zGD || 
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有 界 ,D :t= 二 0 之 1 过 … 过 二 1; 以 VD 表示 该 变 上 确 界 , 称 作 全 


定义 6. 10 xz(GDE 巨 定义 在 [0,1] 上 ,对 任意 9>0, 当 [0,1] 中 
存在 任意 有 限 个 两 两 互 不 相交 的 区 间 (ai ;01)、 (as、b;) ss" (an\ br) 


满足 六 一 a;) 二 56, 使 


> 1x8) — x(a) | <e 


成 立 , 称 x(z) 为 绝对 连续 函数 。 

有 界 变 差 函数 的 性 质 : 

(1) 若 z(G、yG) 为 强 有 界 变 差 函数 , 则 az( 纪 十 8y() 也 是 强 
有 界 变 差 函 数 。 

(2) 强 有 界 变 差 函数 为 弱 有 界 变 差 函 数 。 

(3) 强 绝对 连续 函数 为 强 有 界 变 差 函 数 。 

称 所 有 绝对 收敛 的 序列 空间 为 / 空间 。 对 于 z 一 (和 ee， 


…), 可 定义 其 范 数 为 | zl = 31 


定理 6. 10 xEl 空 空间 (0 过 之 1)， 其 为 强 有 界 变 差 函数 的 充 要 
条 件 是 : 
(1) 各 支 量 z(t) 为 有 界 变 差 函 数 (i 二 1,2,…); 


(2) > Vt) < oo 


=1 


事实 上 ,对 于 充分 性 。 考 处 D :一 0<h 过 …<h=1， , 则 
sop | TD ats) — za | 


n—l1 oo 
一 sop| >» 2 [zaltiri) 一 zelti) | | 
i=0 k=0 
oo n—1l 
=sup| EA — ze | 
DD |=o0 i=0 


149 


一 oo 


oo 如 一 1 1 
ED) sup1 Dr) — mE Vs) <% 
十 0 


对 于 必要 性 。 设 存在 二 (2 使 VCz CD)) 一 十 ceo, 则 对 任意 NM 


0 ,存在 一 个 分 割 
加 一 0 一 三 所 大 所 < 一 太一 1 


有 . 
> 5 | — X(t) | 之 5 | ze — z(t)|>M 
故 一 1 i=1 
5 | za 一 站 之 M 
表明 z(t) 不 是 强 有 界 变 差 画 数 。 


oo 


设 Vx,(0)) = ,于 是 对 任意 M > 0, 存 在 N, 使 


nn 二 


N 1 
Dy WCGd)>>M+1 


由 于 z(t) 为 有 界 变 差 函数 ,存在 分 割 
{#1) : B=0<H<H ,=1 
让 


1 
VO)) < DO) zl) — z(t7) | 十 方 (n= 1,2,°,N) 


进一步 作 分 割 ,包括 上 列 N 组 分 点 。 重 排 之 ,使 成 
to=0<t <t,< <,=1 
导出 


1 m—1 
Vt) < Dy) — ze) | 十 高 
0 i=0 
并 
N 1 N 由 一 1 
VE < > > zi 一心 G)| 十 1 


n=1 n=] i=0 
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据 此 ， 
m—l1 N 
M 二 WI G0) — zt)| — = > > zin) 一 zlt) | 


n=1 i=1 i=1 n=1 


< HD) — zt)| = = 5 | rr) 一 < 1 


网 此 .下台 有 界 变 闫 本数 
定理 6.11 车 z() 为 /空间 的 绝对 连续 向 量 函 数 , 则 各 支 量 
xz4(4) 为 绝对 连续 , 且 


Ns 


1 
Vzilt)) <+ 


3 


上 


1 


oo 


证 明 : (1) | ze(2) 一 maD)| < 委 > |ze(2) 一 ze(ai)| 


k=1 


= | z(p) — zlai) | 
得 到 
NER 一 zi(a)| 去 > | x) — zla) < 
依 上 式 知 ax) 为 绝对 连续 函数 (人 -1， 2，…) 。 
(2) 因为 绝对 连续 性 导致 有 界 变 差 , 所 以 


29 1 
DY Vx) <+ co 


k=0 0 


今 用 El、E,、E; 表示 不 同 的 巴 拿 赫 空 间 ;而 XEE.yEE,; 定 义 
乘积 xyE€E Es 可 建立 斯 蒂 杰 斯 积分 ,是 上 xy 上 志 上 zl*，|y|。 
定义 6.11 设 z(GEFEyG)EFE ryEE;,tE La,b], 作 分 割 
D :a=to<ti<t,< <t,—b 
建立 和 
Zr )[Ly(Gaa) 一 yG) 
上 列 和 当 max | +1 一 志 | 一 0 时 极限 存在 , 记 作 


| zayc 
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斯 蒂 杰 斯 积分 性 质 : 
b a 
(1) | zcodyG@ =— [zdy) 
a b 
(2) 当 | zeoay、| dz(t)y(t) 存在 时 ， 
b 
| zadya@) 十 | dz (Oy) 一 xD)y(6) — ra)y(a) 
(3) 若 zGQ)=xo( 常 数 ), 则 
b b 
| zayc) = | zody(t) = zoLyCb) — ya)] 
b 
(4) 车 z(t) 有 形式 如 zop(t) ,而 gb 为 实 函数 、 | gltydy(t) 存 
在 , 则 
pb pb 
| z(idy(t) = | zopt)dy(t) = zo fp dy Ce) 
(5) 车 y() 二 yo9p() (yo 为 常数 ) ,2(G) 为 实 函 数 , 则 
b b 
| z(t)dy(t) = | z(t) dg) y, 


bp (2 
(6) | zoplt)dy(t) = | z(t)d[ roylt)] 
pb bp 
| zcod[yop] 一 | [zGDyo]dpG) 
b ce pb 
(7) | z(t)dy(t) 一 | z(t)dy(t) 十 | zdyG) (< 二 月 
pb b b 
(8) | [za + x2lt) Jdy(t) = | CDdyCo 十 | z(t dy(t) 


pb b b 
| zd[yl) + ylt)] = | z(t)dyi lt) 十 | z(t)dyult) 


b 
(9) 若 | zcDdyCe) 存在 且 : 一 0(c) 在 [xp] 上 为 渐 增 函 数 ,而 
9(a) 二 a.0(8) 二 5, 则 
| zeodya@l 一 | zceco)dyGecn) 


定理 6. 12 若 x(t)EE, 在 [a,b6] 上 连续 ; y(2)E€E,.tE€[a,6] 
为 强 有 界 变 差 函数 , 则 
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| zay (1) 
存在 并 符合 
‘zdy) | < max | x) 1 立 CyG)) 


定理 6. 13 阁 {z,(t) } 为 连续 向 量 函 数列 并 一 致 收 全 于 zo(t)， 
Ta) ,rot) EE 且 1E La,6], 又 y()E EE 为 强 有 界 变 差 函数 , 则 
当 z,0)y()E Es 时 


lim| za(t)dy(t) = [zdy0) 
实际 上 ,利用 下 列 不 等 式 即 得 本 定理 。 由 于 六 (一 致 收 伍 于 zi)， 
pb b 
I [xd — zolt) Jdyt) | < | | zs 一 ze) | | dy) | 


[2 
< max|| zt) — zolt) | VCOyC)) 
定理 6.14 如 果 z(z) 为 连续 向 量 函 数 且 46E [a,65j],yi(t) 一 致 
[2 
收 敏 于 yo ， 又 WCGD 和 MG 一 1,2,…) ,那么 ， 


(1) yolt) 为 有 界 变 差 函 数 ,，V Cy00)) 寺 MM; 


, b b 
(2) lim| z(tdylt) = | edx 
证 明 : 〈1) 是 显然 的 。 
(2) 任 给 e 汪 0, 存 在 6 汪 0, 当 |t 一 "| 二 6 时 
| xz) 一 zz) | <e 
当 分 割 点 增多 使 max|i;,1 一 i; | 二 6 时 ， 
» a1 
| [zdy 0) 一 7z(rD)Ly(Gs) 一 (二 )] | 
二 1 | 
= 2 zd zl dl < max |r) — 


a 
max|t—#"|<é6 


i= 


站 6 
ze)| dy lt) | <eV(Cy())=eM 
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同 理 ， 
| zeodye 一 ED — y(t))] | eM 


对 适当 大 的 &, 取 | yx) 一 %(tD ‖ 委 六 ,得 


| | zeodyey 一 | zadyG@ | < ef2M + max | +(2) 1 ] 
6. 2 ”加 头 积分 


6.2.1 平均 值 存 在 定理 


定义 6.12 希 尔 伯 特 空间 五 应 满足 下 列 条 件 : 
(1) 五 为 复线 性 空间 ,车 /gE 五 且 a、B8 为 复数 , 则 
af+BgEH 

(2) 对 f.g€ 石 ,存在 复数 (fg) 与 之 对 应 , 称 之 为 内 积 ,应 适合 : 

1) (f ,ge)=(g,); 

2) (afi+pBfi,g)=a(fi,g)+h(f, 8); 

3)(f ,有 之 0, 当 且 仅 当 f==0 时 等 号 成 立 。 

(3) 范 数 | 7 = VCf, 记 ,并 有 

D | fl >0; 

2) | fi+gl 志 lfl+lgl; 

3) | af l=lalll fl 

4) 在 范 数 | 外 .外 下 互 是 完备 的 。 

5) 无 穷 维 。 

定义 6.13 互 称 为 可 析 希 尔 伯 特 空间 ,如 果 互 满足 定义 6. 12 
的 条 件 并 且 存 在 一 个 可 列子 集 处 处 稠密 于 五 。 

所 有 平方 绝对 收敛 级 数 构成 1 空间, 命 z.yE7? 空间 ,x 二 {x1， 


ay 一 {yi19 yz Ya )}, 
EA 
n=1 天 一 


定义 其 内 积 
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(zx,y) 一 Dx, 2 
n=1 


由 于 ZL 空间 存在 基底 ,因此 Z? 空间 为 可 析 希 尔 伯 特 空间 。 
平方 可 积 函 数 构成 LC(a,5b) 空 间 。 对 f(x)E€EL(a,5) ,定义 其 内 积 


b 
(f,g8) = | f(x) SCz)dz 
今 取 AEL[0,2r], 有 
f(z) ~ Fa 十 2 Cacosnz + brsinnz) (A) 


人 一 二 | copeosnzdz 
0, 一 二 | 7Gzysinmzdz 
TJo 
定理 6. 15 在 式 (4) 中 如 果 
lel +t Da tbl’) <+ oo 
n=1 
那么 jz) 的 傅 里 时 级 数 式 (4) 的 部 分 和 平均 收敛 于 Fz)。 或 , 设 
S, = 六 as 十 2 (a,cosvz 十 Psinyz) 
于 是 
im| [f(z) — S,(z)|idr =0 


定理 6. 15 的 重要 性 在 于 A(z) 可 以 依 数 列 {a。 QA1301 a2 ,D2 } 
确定 ,反之 这 个 数列 由 f(x) 确定 , 故 


1 ,cosZysinzrycos2zysin2 六 cos7XySin7 工 wo 
组 成 亚 (0,2r) 的 基底 ;A" 空间 与 7:(0,2x) 空 间 通 过 定理 6. 15 建立 
了 联系 。 
定义 在 L(0,2") 空 间 的 泛 函 数 的 一 般 形式 为 


f[zx0)] = | xpd (BG) € L2[0,27]) 


当 BC) ~ 地 十 2 (a,cosnz 十 Bsinnz) 时 
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F[z] = | ze8cod 一 了 aoo 十 xy1(ao + bp,) 
0 Li 


这 里 ww BC 一 1,2,…) 为 固定 的 数列 , 依 和 也 确定 ;而 ao\a、o 是 
可 变 的 ,其 依 变量 z 确定 ; 它 不 过 是 无 限 多 个 变量 的 函数 
flzxj=f (a0sa1,01,a2 .02 "°°) 
的 最 简单 的 情况 。 一 般 情况 下 考察 一 个 有 基底 的 巴 拿 赫 空 间 E(x 
EE), 这 样 
Zz 二 Ne 十 ez 十 … 十 hes 十 *… 
Te =1G= 一 1,2,…)。 可 实 可 复 ,定义 在 空间 五 的 泛 函 数 ,无 论 
线性 还 是 非 线性 , 均 可 表示 成 
fx)=f CNet he 二 TAhert) =F AA, As, ) 
所 以 任意 一 个 定义 在 有 基底 的 巴 拿 赫 空间 上 的 泛 函 数 可 以 作为 无 
穷 多 个 变量 的 函数 。 
(1) 一 部 分 泛 函 数 可 用 斯 带 杰 斯 积分 表达 ， 
FCD = |f Crdplz) 


n 


5(z) 或 为 测度 函数 或 为 分 布 函数 。 分 布 函数 已 (z) 为 一 个 渐 增 范 
数 , 左 半 ( 或 右 半 ) 连 续 , 且 下 (一 ce) 一 0.FC+ceo) 一 1, 也 可 以 说 是 
加 上 限制 的 有 界 变 差 函 数 。 已 知 连续 函数 空间 CL0,1] 上 线性 泛 函 
数 为 


| eragcn 
式 中 g(x) 为 有 界 变 差 函 数 ;斯 蒂 杰 斯 积分 可 表达 成 下 列 和 的 极限 
| feedg cr) 一 lim 5) f(a) [es) — g(xi) 
其 中 二 01 壹 zy 过 之 zs. 二 1 令 zo 二 f(z0) T= f(T) 
三 了 (x) ,结果 
FO = | fr)dg Cx) = limg, Ch zy. sh) 
车 zxo、xi、…、x; 暂时 固定 ,对 不 同 的 了 而 言 有 不 同 的 xz0、zx1、*…*、t，， 


则 定义 在 CL0,1j 的 泛 函 数 一 般 可 表达 为 
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FOND=limg ro, rl Zn) 
即 F( 放 可 用 实 也 数 序列 
THI) PI Th TI Th TL TX) 
确定 。 
(2) 根据 概率 理论 ,概率 函数 为 定义 在 波 莱 尔 集合 上 的 可 加 
集合 函数 。 若 4、B、… 为 波 莱 尔 集合 , 则 概率 函数 满足 : 


1) P(A) 守 0; 
2) PCAUB)=P(A)+P(B); (ANB=0O) 
3) P(O)=0.P(T)=1, ( 工 为 全 集 ) 


设 R 为 实数 集 、# 为 随机 变量 , 置 忆 (6 委 z) 一 下 (z), 称 之 为 分 
布 函 数 ,而 (十 oo0) 二 1.F( 一 0) 二 0,F(z) 为 渐 增 函数 。 


x 十 co 
PC 一 ) 一 上 dF(z) P(R)= | dF(z)=1 
对 任意 可 积 函 数 g(z), 作 积分 
| eczdPcz) 


称 为 数学 期 望 ELg (zx)j。 
(3) 平均 值 概念 。 
已 知 函数 w(z)> 盖 0, 定 义 加 权 平 均值 
| Aczyoczydz 


w(f) = 
| wlx)dz 


称 w(- 广 为 加 权 平 均值 。 当 w(z)=1 时 变 为 普通 积分 平均 值 , 即 
M,(f) = ss) fodz 
a a 


(4) 综合 (1)、(2)、(3) 可 以 断言 :概率 、 平 均值 ,积分 以 及 某 些 
线性 泛 函 数 在 本 质 上 相同 , 均 可 变 为 无 穷 维 实 ( 复 ) 空 间 的 函数 。 
处 理 无 穷 个 变量 的 积分 有 两 种 方法 : 
1) 直接 定义 ,也 称 为 Jessen 法 。 考 虑 Torus 空间 , 即 取 区 间 
7, 二 [0,1](x 二 1,2,…), 作 直 积 空间 5S， 
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S=T XI XXIT,X". 
在 S$ 上 定义 函数 
fxiyTras Ta) (zn ET,) 
在 S 空间 的 收敛 可 理解 为 每 个 坐标 的 收 仿 。 令 


人 9 一 (Zi sT29""" Try ) 、X” 一 (2 TL 7 mv) 


而 zx" 一 z 是 指 对 7 而 言 有 x 一 zx,;。 但 这 种 收敛 未 必 一 致 收 合 。 

2) 下 近 法 和 加 权 到 近 。 设 f(zi,zi，,… ,Xs，"…) 为 有 无 穷 个 变 
量 的 函数 ,而 z= (zz ,Xs，…) 在 某 个 空间 的 子 集 B 上 变化 ; 
车 B 包括 0==(0,0,…,0,…), 则 B, 表示 (zi,z2，*… ,za，;0,0,*…,0) 
当 zEB 时 的 所 有 可 能 的 点 。 要 求 B, 为 B 的 子 集 。 车 

f Tis Ta Tn ) = limg (Tis ras yzn) 

这 里 g,(Czizz…zo) 一 zzzy0 0 ,0) ,ga 为 n 维 空间 
的 实 ( 复 ) 函 数 。 定 义 积分 


| Jes Ces zn) did dz, 
于 是 f(x sT2s""" ;Xa9""*) 在 B 上 的 积分 可 表达 成 
[fe ,T2900 Ta dr 一 lim | |&, (TiyT2 9 Ta dTdrs ,dr, 
B I 


命 WiCzD)、WiCrisyT2) we、Wa《ziy Xo ,TX)… 为 一 列 非 负 的 也 
数 , 加 权 积 分 定义 


We 2 Cd 
B 
= lim gs za TI Waris 2 es) ddzererdz, 
(5) 可 积 性 .基本 空间 .区 间 .平均 值 。 
在 有 基底 的 巴 拿 茜 空 间 E 中 取 元 素 z， 
并 一 Ziel 十 abs 十 十 Zone 十 
{ei} (二 1,2,…) 为 一 个 基底 系 。 记 


oo 


Vw = 2 一 ai] 


i=] 


Nn— oo0, 
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为 无 穷 乘 积 。 若 六 --a 辫 1 二 es, 则 V- 一 co; 若 0<0 一 <1 一 s, 则 7 了- 
二 0。 这 两 种 情况 不 会 导致 更 有 意义 的 结果 ,为 此 使 用 平均 值 概念 
回避 上 述 问 题 , 即 


Jaz 
[| Tis TX29" sTa dridrs "dz, 
| |andzadz, 
这 个 连续 有 界 泛 函数 积分 为 有 限 数 。 


若 ei、es、…*、e,、… 为 巴 拿 殖 空间 EE 的 基底 ,zE 五 ,jz) 为 泛 函 
数 , 则 其 可 变 为 无 穷 个 变量 的 函数 


f(x)=f (x1, rs ,Xn * ) 


称 E 为 基本 空间 ;x 二 xiei 十 Xzez 十 … 十 Xnen 十 {XisT2 "Tn 
…} 为 坐标 。 当 rz、… 为 实数 时 称 歼 为 实 空间 ; 当 xz、xs、… 为 复 
数 时 称 五 为 复 空 间 。 

取 a.bEE,a= (a 0 Aa) b= BiB Bry) ,XiE 
[wp]G 一 1,2,…), 称 为 (a,2) 闭 区 间 。 

因为 区 间 (z,2) 各 边 长 为 B 一 “所 以 其 体积 可 理解 为 了 一 


lim [[ ce — 0) 。 
2% i=l 


定义 6.14 称 FLzj]= zz…z…) 在 区 间 人 ap) 上 连续 ， 
如 果 zyzeE(a;p)， 对 es>0, 存 在 SG>0, 当 |z 一 zo |‖<6、 盖 
N(6) 时 
|f[zxj—flzx™ |<e 
定义 6.15 记 


大 (zi 29 9 Tn Qntl1 Ont29"") = gn (Xl sT29""" ,Tn ) 
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BB, 
, | ga(X1s Ta yn)QdZIdZ2 don 
MD = lm Bap ea), — a) 
车 以 上 极限 存在 , 则 MC 由 称 为 f[xj 二 f(zi,xs，…) 在 la,56) 上 的 平 
均值 。 关 于 g(x ,zs，… ,zx;) 取 黎 曼 积分 。 
定理 6.16 如 果 f[zj 在 (a,5，; 上 有 定义 ,并 f[Lxj] 为 定义 6.14 
中 的 goCziz…zo) 的 一 致 极限 , 即 对 当 ” 之 Ne) 时 
|f[xj— gxi za" ,Ta) |<e 
上 且 令 gCziyzzo ,TX;) 在 I : Ql 才 Xz; 志 BGi 二 1,2,…,n) 上 连续 (一 
1,2,…), 那 么 平均 值 MC 由 在 (a,b， 上 存在 。 
证 明 : 当 mr、n 宇 N(e) .mn 时 ， 
|gn CXis Tar Tm) — ga CT X29" Ta) | 


lgn—f[lzxjl+|g,—fLzj|<2e 


从 
BB, 
| -| (gm 一 go)dzidza…dzs 
Mi 一 入 
知 


[|M,— M, |<2e 
由 于 MM 成 为 柯 西 收敛 列 , 因 此 极限 存在 , 即 
gris ze ti) deindz, 
M(f) = lim 2 i —a) 
定理 6.17 若 F[z]= zzr…z…) 为 7 空间 在 (<a,p) 上 
一 致 连续 的 泛 函 数 , 则 平均 值 


A 


A 
| gn (ZiyXay en)dzidz dr, 


全 一 Wo 


M(/) = lim | 
存在 。 
6. 2. 2 积分 条 件 


Daniell 积分 为 定义 在 线性 空间 上 的 非 负 线性 泛 函 数 ,满足 : 
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(1) MCAg) 一 MC 门 十 MICED); 

(2) M(CA)) =CM(N):; 

(3) 车/ 宇 0, 则 MC 有) 宇 0; 

(4) 若 f 宇 g, 则 M( 有 ) 宇 M(g); 

(5) 若 记 yY0, 则 M( 广 ) 一 0。 
这 里 “fy” 表示 序列 f, 逐 点 下 降 , 即 f,11(p)f,(p) 对 所 有 pE 
(ap 成立。 

定义 6. 16 一 个 序列 泛 函 数 f,[zj 称 为 在 (a,b) 上 一 致 收敛 于 
了 Lzxj, 若 对 任意 e 汪 0, 存 在 N(e), 当 n>>N(e) 时 

[f(x)— f(x)|<e (XE lab)) 


[flzoj—flzjl | frod— fsLzoj|t+ |f,Lzo]— 
frLzxj|li+ lfLzrod—fLz]| 
知 连续 泛 函 数 的 一 致 收 化 的 极限 仍 是 连续 泛 函 数 ，。 
证 明 
对 于 (1)， 


1 fA B, 
a -| (f 十 gdxridz,*" dx, 


1 fa BB, 1 fa 0 
一 | | fardzsdz, 十 直 | | gdzridzx,"*dz, (6. 1) 


f=f (TT Tas rts ) 
Bg=g(Xx1iy Ta Tay dat19""" ) 
TY, 一 (一 oa 一 oa) (PB,— A) 
式 (6. 1) 两 边 取 极限 就 有 
M(f+g)=M(f)+M(g) 
对 于 (2)， 


1 fA 8, C fA AB, 
六 | -| Cfdzidzs.dz, 一 a | fdzidzseedz, (6. 2) 
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式 (6.2) 两 边 取 极 限 就 有 . 
MCA)=CMN) 


对 于 (3)， 
车 f[zx] 宇 0 xzE (a,b) 

则 

让 | | fdrdzade, >0 C6. 3) 
式 (6. 3) 两 边 取 极限 就 有 

M(f)20 
对 于 (4), 若 f[zj 宇 gLxj 
则 依 (3) 有 
M(N >M(g) (6. 4) 


对 于 (5),f,y0(f, 宇 0) 当 (4,5) 为 紧 集 时 ,f,[zj 为 定义 在 l(a,5) 上 
的 连续 泛 函 数 。 由 fri[xj] 志 /Lxj 得 知 f,[zj 一 致 收敛 于 零 。 
实际 上 ,对 任意 s 盖 0, 作 C.= {zx|f,(zx) 之 e} 。 因 为 C, 为 紧 闭 集 ， 


而 CCC,O=1,2，…)， 所 以 门 C. 有 两 种 可 能 ,也 就 是 个 C, 一 
DD (D 或 为 空 集 或 为 非 空 集 )。 设 万 非 空 , 存 在 zE C, 使 广 (z)>>e， 
这 与 limf,[z]=0 矛 盾 ,于 是 门 C, 一 。 若 有 mm 使 广 Cz)<e 对 
一 切 z 成 立 , 则 当 z>m 时 (zx) 过 e 或 者 说 f(x) 一 致 收敛 于 零 。 
可 以 证 明 _f.(z) 的 平均 信也 趋 近 于 零 。 
注意 到 M(f,)<e, 当 xzE€ 《a,b) 时 ff.[zxj<e。 

总 之 ,在 紧 区 间 《a,6》 上 连续 泛 函 数 的 平均 值 就 是 Daniell 积 
分 。 


中 和 值 定理 车 f(z,y) 在 连通 闭 域 乡 上 连续 , 则 存在 点 ($,7) 
ED 有 


] 半 | ||fcr,yardy = f(€,D) 


现 将 中 值 定理 推广 到 巴 拿 赫 空间 。 
定理 6.18 设 f[xj] 为 定义 在 B 空间 的 闭 区 间 (a,5); 上 的 连续 
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泛 函 数 。 如 果 

Bu CT1s Ta Ta) = fT Ta Tn nt1s"") 
为 连续 函数 ,那么 对 于 紧 集 (a,p), 当 平 均值 存在 时 在 4a,2)》 上 的 点 
ZE (ap0)，, 使 平均 值 M( 轧 适合 

M(f)=f[Lzx'] 
证 明 : 依 定义 
fa p， 
MG = lim | | ere drdrseede, 


注意 到 g, (zi ,X29 9Xn) 为 nn 维 空间 闭 区 间 工 ， : ws<2Z 委 6 一 1,2， 
机 ,2) 上 的 连续 函数 ,于 是 有 点 (€1,€2,.°" ,6) ET, 使 


Bl 8, 
a | gnCTiy Tas" Ta dridr2* dz, 一 BC6i Ess, ) 


式 中 gnlé1 2s, ) = ffE ,6 ,1 ), 记 作 
ga(é1 6 Eb) = frr = ,62 Ea) EE 
‘a6), MOf =limflzr™] 
由 于 《a,68) 为 紧 的 ,因此 存在 x* E€ (a,6) 使 xz 有 一 个 子 列 x" 
让 limz”m=z"。 这样 M(f) 一 f[z*]， 


6.2.3 线性 与 二 次 泛 函 数 


定义 在 具有 基底 ei、e:、…、e,、… 的 B 空间 上 的 线性 泛 函 数 恒 
可 表达 成 
开 [z] 一 人 zi 十 zs 十 十 和 xn 


z= DzFle,) 


因为 FlLe,j](n=1,2,…)、 之 一 > ze 而 二 坐标 为 {z ?29 9 
Zi) 所 以 
开 Lz 一 和 zi 十 jazs 十 … 十 和 az 十 …… 
显然 上 式 级 数 收 伍 且 F[z] 为 连续 的 。 取 (a,5) 为 B 空间 的 一 个 闭 
区 间 , 而 4 二 we 十 Qsez 十 … 十 Qes 十 …*、b 二 Be 十 Bzez 十 … 十 Boes 十 
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结果 


有 BB, 
MCF[z]) 一 lim 六 | | Oz, 十 和 in 十 十 入 rdzidzaeedz 


一 lim > | -| TuedTidzz ‘dx, 一 =P|2 “了 “| 
其 中 (ap Qa) (0 一 

定理 6. 19 几 全 二 吕 娄 5 区间 (已 的 平均 值 等 于 这 个 
泛 函数 在 区 间 《a,y 的 平分 点 42 所 取 的 值 。 

今 考虑 二 次 泛 函 数 

Flz|]= 了 pi (7 一 1 2，……) 
命 FLzj 在 某 个 B 宏 间 (4,6) 上 连续 ;a 二 (yaa sy…) 6 一 (Bi, 
DO) ,计算 平均 值 MC(F)。 取 
7Lzj] 一 Sa Q(z) = 2 ZiG 天 

推出 FLzj] 二 QLz]+T[z] 及 MLF]= MQ FMT). 


A Bi, 
» Qal | dz dz 


和 

加 noo A A 
i 二 1 a dzi…dz。 

a a, 


= 外 并 08? 十 wp 十 ef) 


a Xx; dr"dz, 
MO lim ma) 


一 4 DaslB, 十 Qi) (CB; 十 &;) 


= +[Q6) + Qa)] + Doep, + Bea) 
M(T)、M(Q) 相 加 得 到 M(F)。 
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天 [zj] = > az; 十 D ariz 十 > Ta 十 …， 
i oj jk 


在 区 间 (a,5) 上 收 伍 , 则 称 之 为 解析 泛 函 数 。 其 平均 值 的 计算 可 变 
为 计算 一 次 、 二 次 、 三 次 、… 的 泛 函 数 。 


6. 2.4 加 头 积分 定义 


现 有 ab 入 zs 入 pGD) szE[0,1], 而 az .6GD) 均 为 连续 
函数 。 作 分 割 
to—=0<t<it< t=1 
命 a(ti)==t; z(t) = X60) =b(A=0,1,2,.,n), 
把 定义 在 CL0,1j] 空 间 的 泛 阴 数 FLx(z)] 写 成 
Flz(2) J=lim®, (x y X29 Tn) 
取 


6 b 
1, 一 | | “$B, (x 2 ,Tn drid zs dt, 
a a 


该 积分 或 黎 曼 可 积 或 勒 贝 格 可 积 。 车 lim1, 一 J 存在 , 则 称 了 为 
F[z()] 在 拟 区 间 (a(t) ,b(t)， 上 的 积分 , 记 作 


alt) 


【 例 6.1】 已 知 F[Lxj] 一 | zadga) ;计算 FLz] 在 a(z) 二 0、 
b(t) 二 1 之 间 的 积分 。 
解 : 置 
D, (Xi, Xs, Zn) 一 2 riLg C41) 一 g(t,)] 


i 


从 af 人) O00) 1 知 a; 0、D; 14z 1,2,，…,7), 故 


1 1 
7, = | "| Dzi[g C41) — g(ti) dridzx2** dx, 
0 9 i=1 
其 中 心 为 z(z;) ,推出 
1 = et) — g(t)] = 本 [sgGD) — g(0)] 
i=1 


165 


当 n 一 oo 时 
I=lim,= 记 [8 (1)—g(0)] 
如 果 
. 1 fs 加 
lim 二 | | Bri Tas ,Ts dTdr2 dx, 


noo Unya 
存在 ,那么 称 之 为 FLzx(t)j] 的 平均 值 ,以 《4FLz]) 表 示 ， 
一 (0 一 Ca1)(Cp 一 az) (0 一 Co) 

对 于 FLzC)j 在 a(t),65(z)) 上 的 平均 值 ,FLy()j 在 (lal) 十 
Xo(t) ,b(t) 十 zolz)) 上 也 存在 平均 值 ,上 且 y() 二 zx 愉 ) 十 xolt)。 分 割 
D: 

0=to<ti<ts =] 
3 (6 一 工 伍 ) 十 zo(G) 就 有 和 一 大 十 zuyaG) 一 0 人) 一 六 (一 1,2， 
…,n), 于 是 
FLy(C2)]=limg, Cy ya ,ys) 
—limg, (zit zo zs Tor" » tnt Ton) 
‘pry 


no0 Un altz 


PLXi 十 Zol，…，Zn 十 Ton)dy1" dy; 


01 Qn TOn 


> 1 人 十 zol 加 十 on 
= lim 一 | PX 十 Toy" TX, 十 os)dzi…d7n 
证 ， 
on 


no Uny al 十 zol an 十 


一 (下 [xz 十 zo]》 


| b+ xo 
a+zo 


[6.2] FLz]= | ALzG)]dod) 


F[zx] = lim 2)h[Lz bt) JLv tt) — v(t,)] 
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no0 Un 


= lim + De) Lol) — v0) driedz, 
41 “0 


No 一 


一 lim > ， | hd drolts) 一 v(t,) |] 

.Ubi) — ulai) 
一 lim >， pa 
其 中 (xz) 二 jh(z)dz, 这 样 


blr) 


[zz — v8)] 


i=0 


(天 [zz]) 


a(lt) 


=lim 2 区 [vw (#841) —v 2) ] 


1u(b(2)) — ulalt)) _frn AG) 
=] BA al) dz 一】 一 < 


式 中 AQ) 一 | az?dz。 
Jessen 积分 主要 取决 于 区 间 的 定义 。 令 忆 为 0 夺 x, 夺 1。 1a 表 
示 7, 的 直 积 空间 ， 


dv(z) 


To=T XTX XT Xe 
TETgr= (TiyTar Tr) ED 该 空间 的 收 伍 定义 为 每 个 坐 
标志 G 一 1,2,，……) 上 点 点 收 伍 ,但 这 种 收敛 未 必 是 一 致 收敛 。7a 为 
Torus 空间 ,并 为 紧 空 间 。 
定义 Ta 空间 的 区 间 : 对 有 限 而 言 ,建立 XIX…X1, 二 Q, 
内 的 n 维 区 间 [ai,61jX…X[as,6,j; 此 n 维 区 间 再 与 1,41 XT,4zX 
… 二 Qa 接合 ,得 到 Io 的 区 间 [ai,b]X Las,bs]X… XLa,,b,] Xx 


Qo; 而 /一 [[ [6; 一 a,j 为 该 区 间 的 体积 。 因 为 Qo 的 每 条 边 长 为 


1, 所 以 只 有 前 个 长 度 有 作用 。 
当然 ,所 取 区 间 可 以 是 开 的 、 闭 的 、 半 开 半 闭 的 ,从 而 决定 I 
也 可 以 是 开 的 、 闭 的 、 半 开 半 闭 的 。 
如 果 [zj 二 f(zi,Xx2，… ,x,，"…) 为 定义 在 Io 上 的 连续 函数 ， 
那么 To 可 以 分 割 成 4 个 区 间 帮 Ji、…、J;, 同 时 
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Ta 一 U,. 
i=1 
今 以 m(J;) 表 示 区 间 J 的 体积 ,结果 有 


i=1 
设 mi 一 inf f(z)、M, 一 supf(z), 作 大 和 、 小 和 : 
SCF1a) = Mi slf,1o) 一 Dmmly) 
i=1 i=1 
显 见 
sa(f ,IT) SS,f ,10) 
若 
lims, Cf,1n)=limS,(f,1o)=I 
则 了 为 f(x) 在 In 上 的 积分 ,表达 成 


了 一 | readr 一 | | fe dd 
由 于 区 间 的 体积 有 意义 ,因此 可 以 建立 测度 .可 测 函 数 、 勒 由 
格 积分 的 概念 。 
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7 非 线性 映射 的 微分 
7.1 微分 与 导 算 子 


7.1.1 G- 微 分 和 FF- 微分 


今 将 方向 导数 ,全 微分 的 概念 推广 到 作用 在 巴 拿 赫 空 间 中 的 
算 子 上 。 

定义 7.1 设 X、Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,0 为 X 中 的 开 集 ,映射 
了 : Q-Y。 如 果 当 xEQuEX 时 

lim {z+ tu) 一人 
存在 并 记 作 Df(z,w) ,那么 称 DfC(z,w) 为 f 在 z 处 沿 方向 w 的 弱 微 
分 或 G- 微 分 ;如 果 对 所 有 wuwEX,DfA(zr,u) 存 在 ,那么 称 f 在 x 处 弱 
可 微 ;如 果 f 在 x 处 弱 可 微 , 且 存 在 Df(z)E B(XY) 使 
DGz:z) 一 LDFGz) jx (xzEGZ) 

那么 称 了 在 zx 处 弱 可 导 , 称 DAGz,z) 为 有 界线 性 弱 微 分 , 称 Df (zx) 
为 了 在 处 的 弱 导 数 或 G- 导 算 子 。 

若 了 在 2 上 每 个 点 弱 可 微 , 则 称 f(z) 在 Q 上 弱 可 微 ;车 /在 0 
上 每 个 点 均 具 有 有 界线 性 弱 微 分 , 则 称 了 在 2 上 具有 有 界线 性 弱 
微分 或 在 QQ 上 弱 可 导 。G- 微 分 常用 于 研究 泛 函 数 极 值 问题 。 

定义 7.2 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 ,2 为 和 中 的 开 集 。 若 泛 函 
数 2 : 一 R( 实 数 域 ) 在 上 具有 有 界线 性 弱 微 分 , 且 D p(x) 一 
f(z), 则 称 f : 2 一 XX* 为 9 的 梯度 , 记 作 f(z) 二 grad g(x), 并 称 p 为 
了 的 位 势 。 

【 例 7.1】 设 X 为 实 希 尔 伯 特 空间 ,在 X 上 考虑 泛 函 数 p(z) 
一 儿 zl。 
因为 


2 2 2 
| xz 十 大 | [zl | z+tu 外 zj 2Cz,tu)t || tu 


z+tiwl+lzl lztiawll+i+lzl 
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所 以 当 z 关 0 时 


. 2Czstu)t+ ial? _ Cr,u) 
Dylz) lm ztaul +hzrl) Txl 


(XU) 


显然 存在 DpCx)EX' 使 LD p(x) ju 一 Te (u€ zr), 
由 于 希 尔 伯 特 空间 为 自 共 轿 的 ,因此 
Tr 


gradg(zx)=Do9(z)= 


| zx 


注意 , 当 z=0 时 Dyp(zx,w) 不 存在 ,也 就 是 9 在 x 一 0 处 非 弱 可 微 。 


| fzxotu)— fxro) | 委 | Df (zo ru su) | 


中 值 定理 ” 设 X、Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,zo、uE XX, 线 段 


{= (2Zo 十 纪 10 委 上 魏 ]) 


(1) 若 泛 函 数 p 在 ! 上 各 点 具有 沿 方向 u 的 G- 微 分 , 则 存在 r€ 


L0,1] 使 
protu)— x0o)=D 9 rot Tu, u) 


(2) 车 取 值 于 Y 的 映射 了 上 在 ! 上 各 点 具有 沿 方向 zx 的 弱 微 分 ， 


则 存在 rEL0,1] 使 


(3) 若 Y 为 巴 拿 赫 空间 ,了 在: 上 各 点 具有 沿 方向 x 的 G- 微 分 ， 


且 在 !/ 上 DAGz,za) 关 于 连续 , 则 
fro 十 四 — flro) = | prer + tu dt 
上 式 右边 为 向 量 值 函数 的 黎 曼 积分 。 


证 明 :(1) 置 fG) 一 gLzo 十 tw), 显 见 F 为 可 微 的 实 函 数 ,而 对 rt 


E [0,1] 使 
F(1)—F(0)=F' (7r) (0) 
但 FG() 二 Dglzo 十 tu,w), 这 样 
protu)— pro) = Doorot ru,u) 


(2) 依 巴 拿 赫 定理 ,对 于 f(zo 十 w) 一 f(zo)EY, 存 在 JEY' 满 


是 上 y==1, 并 
pf xotw)—f zo))= | frotu) — fro) | 
现 对 泛 函 数 pg(zx)= 二 J(f(zx)) 应 用 (1), 得 到 rE [0,1j 使 
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pxotu)— pT0) = Dp rot ru u) 
由 Dyp(z,u)= 二 gCDf(z,w)) 及 上 式 , 推 出 
| fxoti) — fro) | =9 (rotu) — yro) 
一 PCDAGzo 十 rua)) 委 | Df rot ru,u) | 
(3) 对 任意 9pEY', 取 (4) 二 pg(f (zo 十 tw)), 易 知 
FCG)=9(D/ rottu,u)) 


在 [0,1] 上 关于 :连续 , 且 | Df(z。 + tu,w)dt 存在 ,结果 
pf xotu)— fro))—=F)—F(0) 


= JF wa = 中 | Df 十 tusu) dt | 
注意 到 ?2 的 任意 性 ,有 


1 
f(zo 十 z) — f(xo) = [pf 二 tus,u)di 


定义 7.3 ” 设 X.Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,0Q 为 X 中 的 开 集 ,映射 
了 : 0 一 >。 如 果 存 在 4EB(CX-Y) 使 
im | ACzo 十 zx) 一 ACzo) 一 4x | _0 


lz | al 

那么 称 f 在 zo 处 强 可 微 ; 称 4x 为 了 在 ze 处 的 强 微 分 或 F- 微 分 , 记 
作 df(zo,u); 称 A 为 了 在 ze 处 的 强 导数 或 F- 导 算 子 , 记 作 f° (xo) 或 
df(zo)。 当 在 QQ 上 每 个 点 均 强 可 微 时 称 f 在 Q 上 强 可 微 ; 称 f : 
0 有 BCX 一 Y) 为 了 的 强 导 映射 。 民 -微分 常用 于 非 线性 问题 线性 化 。 

从 定义 7.3 得 

(1) 车 f(z) 圭 y。(xEX), 则 (zx) 寺 0; 

(2) 若 AEB(X>Y)、f(r)=Az(zrEX), 则 f (x)=A; 

(3) 若 f 在 zo 处 强 可 微 , 则 了 在 x。 处 连续 , 即 

lim | f(zotu)— fxro) | =0 


Iul ~o 
【 例 7.2】 映射 上: R"->R”(m 维 实 赋 范 线性 空间 ) 定 义 为 
yz 12 m) 
其 中 == (zi ,zz ,X) ER'、y 二 (yi1syY2 ym) ER”"。 由 定义 知 了 
在 ze 处 强 可 微 等 价 于 每 个 f; : R">R 在 zo 处 可 微 。 对 = (ui ,wi， 
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EGR， 
df (zo 2) 一 7 (Xo 2) ,df2Cxo,u) ,df rou)) 


fir) = fe) tu fCz) tt Fifi) 
得 到 相应 于 了 的 雅 可 比 失 阵 {f (zo)) 
Af fe 了 纺 
9Zi 9Xl Zi 
Af 了 驴 .了 纺 
{f(z0))}= | 9zs 97z gx 
DT。 AT, Tn J rr 


【 例 7. 3】 取 & 一 4A(CA,S,z)、 吕 为 [0,1X[0,I]X (一 co， 


十 co) 上 定义 的 连续 实 函 数 ,考察 从 C[L0,1j 到 自身 的 Urysohn 积 
分 算 子 


[fC2)]0) = | hesss zs))ds 
求证 :了 在 xoECL0,1] 处 的 G- 微 分 为 
CP Ord) = | Bhs zh)ds Ch € CLO,1)) 
事实 上 ， 


hlsssz0Cs) +h(s)) —kCtsss zols)) — ktss ros) hs) | 


= 外 htsss zols)+rhs)) — kes ols)) | Cs)dr 


之 上 | | 车 htsss ols) + rh(s)) — hsss 


因为 器 在 [0,1]X[0,1]X( 一 co, 十 co) 的 紧 子 集 上 一 致 连续 ,所 
以 上 式 最 后 一 个 积分 当 | 大 | ->0 时 关于 ts 一 致 趋 近 于 零 , 记 为 
ARC = | Shisss rols) hls)ds Ch € C[0,1]) 
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导出 
| f(zoth)— f(r) 一 47 


| | hltss» 06s) 二 有 h(5)) 一 有 (szo(Cs) ) 一 


1 
0 


一 Max 
t 


ktsss os) hs) |ds =oclhl|) te€ [0,1] 
oau 


从 定义 知己 (ro) 王 4 
定理 7.1 若 XY、.Z 均 为 实 赋 范 线性 空间 ,六 g : X-~Y 在 x 
处 强 可 微 ,h : Y>Z 在 y= 二 f(x) 处 强 可 微 , 则 
(1) 对 任意 常数 ci、cz、cif 十 czg 在 z 处 也 强 可 微 , 且 
(cif ieag)’ (x)=cf' (zr)t eg’ (x) 
(2) h。f: XX->Z 在 zx 处 强 可 微 , 且 
(ho f)' (rx)=h'(y)° f(z) 

证 明 : (1) 是 显然 的 。 

(2) 对 uEX.vEY, 置 
a(zsu)—=f ru fz) — [Lf (rx) ju 
Blr,v)=h(ytv) —h(y)— Lh’ Cy) Jv 

于 是 


Jim az jm BOD 
ial=o all izl=o vw 


命 v= 二 [六 (Zz) ju 十 a(x,w), 有 
(ho° xtu)=h(f rt)) 
=(h° (zr)t+h (g)° f(r)ut 
h'(y)a(lr,u)t+p(y,v) 
因为 h(y)EB(Y 一 2Z), 所 以 
LO) jee | _, 


Nel 0 2 | 


0 


注意 到 


jm BOL 1 lB lal 


一 0 
zl=o 下 zl li 11 al 


在 最 后 一 个 等 式 中 使 用 了 (x)EBCX—>Y), 当 上 上皮 上 一 0 时 vl 
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习 0。 据 此 ,h。f 在 X 处 强 可 微 ,其 F- 导 算 子 为 
(he f)' (zr)=h (y)° f(z) 
定理 7.2 设 X.Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,f : X 一 Y,f 在 zx 处 强 
可 微 的 充 要 条 件 为 f 在 x 处 存在 有 界线 性 弱 微 分 , 且 极 限 


im jz 十 地) 一 AZz) [prcz)]w 


1 
一 0 t 
关于 ju ==1 是 一 致 的 ,而 df (x) 二 Df(z)。 
证 明 : 充分 性 ,对 任意 e 汪 0, 依 假设 可 取得 6 汪 0, 当 |z| 过 6 时 
| f (z+tu)— f(x) 
t 


LDf (zx) Ju | <e 


对 于 单位 球 上 的 所 有 ww 成 立 ; 命 v==tu, 当 Dv 过 6 时 

| fClx+i+v)—f (x) — LDCr) jv | <ellv | 
而 D(zx)EB(X>Y), 表 明 记 (zx) 存在 且 df(x)==Df(z)。 

必要 性 , 设 f 在 x 处 强 可 微 , 则 对 任意 se>0, 存 在 SG>0, 当 | 
< 时 
| flzt+v)—f zr)—fF (rv) <ellv || 

对 于 1z | = 二 1, 当 |z|<<6 时 由 以 上 不 等 式 得 

| {ett f(z) 


(zz ll <ellu =e 


处 的 有 界线 性 弱 微 分 。 
根据 定理 7. 2 可 以 断言 : 设 f 在 开 集 0 上 各 点 具有 有 界线 性 弱 
微分 , 且 映 射 D-~B(CX->7) : xz 一 Df(zx) (rED) 在 zo 处 连续 , 故 
在 ze 处 强 可 微 。 
实际 上 ,由 巴 拿 赫 定理 知 , 存 在 FEY*、 上 Fl 二 1 使 
F Tre tm) fxs) 


LDf zo) Iau 
| f(zottu)— fro) 
i 


LDf xo) Ju ll 


利用 中 值 定 理 有 rE [50,] 使 
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一 下 (LDAFGzo 十 rz)]z 一 LDFGzo)]z) 
委 |‖ Drotru) — Df(ro)) all 
但 是 Df(zx) 在 zo 处 连续 , 当 上 一 0 时 上 式 右边 关于 1 外 xz | 三 1 一 致 趋 
近 于 零 。 
注意 , 泛 阔 数 /f(zx) 在 zo 处 存在 线性 弱 微 分 并 不 意味 着 在 ze 处 
存在 强 微 分 。 
【 例 7.4】 在 R 上 的 泛 孙 数 定义 为 


3 
fe ) 一 ns Z 一 (6 6) 天 (0,0) 
个 
由 于 
636€, 
< 六 1 人 | 


可 知 了 在 (0,0) 处 连续 。 令 xz= (0772), 则 在 (0,0) 处 沿 方向 zx 的 弱 
微分 为 


lim 


i0 


Cf0) £3 7 7 


=lim [mttaer |=7 + 


当 妨 一 开 时 ‖x | 二 VR 十 琢 二 VR 十 玉 , 于 是 
flu)—f(0)— LDFCO) lu lim 7172 
Hal 一 | a] lo (十 月 ) 天 十 月 


一 1 一 0 2 类 -7 2 2 (#0) 
表明 了 在 (0,0) 处 非 强 可 微 。 

以 X.Y 表示 实 赋 范 线性 空间 (Y 完备 ) ,zxo、z1 EX,!={(1 一 t) 
Zo 十 tizi|0<: 委 1) ,映射 : 1 一 B(X 一 了 ) 连 续 ; 约 定 


|f edz 一 | ea 十 (Xi 一 2Zo))(Cz 一 Zoo)d 


上 式 右边 为 向 量 值 函数 的 黎 曼 积分 。 
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定理 7.3 若 X.Y 为 实 赋 范 线性 空间 (Y 完备 ),Q 为 X 中 的 
凸 开 集 ,映射 : 0 一 BC(X 一 了 ), 则 有 9: 2>Y 使 pg' (x) 二 f(x) 当 
且 仅 当 沿 2 中 任何 封闭 折线 C, 都 有 


|reoaz = 0 
CC 
证 明 ; 一 方面 , 取 /= (zi 十 !(z 一 Z)10 委 上 委 1I)。 而 /Crz) 一 
9' (x) 二 Dplz), 应 用 中 值 定理 ， 
|f nar 一 | fe 十 zz 一 Zi))Czs — ri)dt 
[4 


= | [Dr ttlzs — a) (zs — £1) = (2) 一 pz) 
知 | reodz 一 0。 
c 


另 一 方面 , 任 取 xo€EQ, 构 造 
[= {xott(r— zo) |0 和 Rl1)} 
Ls 二 {x 十 ttu10 志 1 志 1} 
Z 一 {zo 十 4z 十 rz 一 Zoo)|10 委 上 委 ]1) 
由 假定 ， 
| Aradz+ je +|[-|reoaz|=。 


1 6 


Gy) 一 | fe ty 一 rz) 一 nd (yen) 
时 有 
PCz 十 ru) 一 VCz) 一 | reoaz 一 | remdz 一 [XE 
ty i i 


2 


一 | ye 十 Ttu) (ru)dt 十 | fe 二 tu)udt 


te en ee 
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二 | [frtau— fx)uldt | 
sup|| f(xttwu—f raul 一 0 ziELor] 


故 Dqp(z) 二 f(x), 但 f(x) 连续 ,从 定理 7.4 知 g' (xz) 存在,; 即 9' (x) 
=f(zx)。 


7.1.2 高 阶 微 分 


以 和 了 表示 实 赋 范 线性 空间 ,以 X 表 示 =” 个 X 的 乘积 。 

定义 7.4 车 了 为 X- 一 Y 的 映射 ,T(zi,zs，,… ,zx,) 对 每 个 变 
元 X; 均 为 线性 , 则 称 T 为 n 线性 算 子 ,n 线性 算 子 的 全 体 记 作 (X” 
一 了 ) 。 

当 TE(X"”>Y) 时 TT 为 有 界 算 子 ,即将 有 界 集 映 射 成 有 界 
集 , 设 

区 | 二 SP | Triyray ,Ta) | 一 1 2 

有 界 ?” 线 性 算 子 全 体 记 作 吾 (X-> 了 ) ,对 于 
TEB(X"M>Y), 对 于 TEB(X"M->Y), 称 上 7 为 T 的 范 数 。 

定理 7.4 B(X"->Y) 依 通常 的 线性 运算 以 及 算 子 范 数 构成 
赋 范 线性 空间 ;对 于 1 入 &<” 有 

B(XM—>Y)=B(X HB(X"H >Y)) 

当 Y 为 巴 拿 赫 空间 时 号 (X”-~>Y) 为 巴 拿 赫 空 间 。 

证 明 : 对 于 ”一 1 的 情况 在 线性 泛 函 析 已 有 结果 . 当 1 委 4 委 2” 一 
1 时 召 (X 一 了 ) 为 赋 范 线性 空间 。 作 B(X" 一 了 ) 与 B(X% 一 B 
(zc -> 了 )) 的 元 素 对 应 : 
任 取 TEB(CX 一 YY) ,对 国定 的 zz TEX,T, (ri, zy， 
ZisTtriy Tr) 是 以 Tr1、…、ZXs 为 变 元 的 有 界 2 一 上 线性 算 子 , 即 
存在 Ti(Czi,zxz,… ,Xi)EB(X”- ->Y) 使 

Txiy Tas Ta) = TT Tray The) Cres Ta) 


易 知 当 芭 299 变化 时 T(x ?29 ,TX) 又 是 线性 算 子 , 且 
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| TT | 一 SUD | T(x1s Ta" Th) | Bo 


lzl=1 


一 ide 1SUP | T(x Te Ta) CTet1s "Th ) | Y 
五 ‖ 一 1 一 1 


一 SUP | TT, (xie Tn) | 
=|T,| (B=B(X" *“—Y)) 
式 中 i 一 1,2,"…',k;j 二 十 1 ,no 于 是 
TE B(XH—>B(X™" ->Y)) 

这 样 就 建立 了 B(X"”> 了 7) 与 BCX 一 B(X” ?> 了 )) 之 间 的 
保 距 双 射 。 当 后 者 为 巴 拿 赫 空间 时 前 者 也 是 巴 拿 赫 空间 。 由 归纳 
知 当 Y 为 巴 拿 赫 空间 时 BCX 一 了) 也 是 巴 拿 赫 空 间 。 

定理 7.5 车 久 为 巴 拿 赫 空 间 ,T,”E€ B(X”->Y 了 ) 为 有 界线 
性 算 子 族 , 对 任意 (xi,xzxs，… ,7X,)EX" 均 有 

SUP | TY (zi, Te Ta) | < 十 oo 
则 
sup | T? |<+% 

证 明 : 当 ”一 1 时 就 是 普通 的 共鸣 定理 。 现 用 归纳 法 证 明 一 般 

情况 。 对 每 个 a 存在 TI ?EB(X 一 B(X” ->Y)) 使 

TO rT Xa) = TO Tr ) ra ,Ta) 
固定 XEX、 (ry ras TX) EN", 依 假设 
sup | 了 各 (ZX1) (Tas ,Ta) | 一 SUP | TY (x 2 | 所 十 co 
从 归纳 法 假定 知 对 任意 ziEX 和 ,有 

sup | TI? (zu | 去 十 ee 

注意 到 Ti 为 有 界线 性 算 子 族 ,根据 共鸣 定理 ， 
sup | Te 1 < 二 co 
由 定理 7.4, 172 二 上 TY 上 , 即 sup 7 下 入 十 se。 

定理 7.6 若 X 为 巴 拿 赫 空间 ,n 个 线性 算 子 T, (zi ,zx;，…， 
Xn) 对 每 个 变 元 壕 ; 连续 (i==1,2,…,n), 则 T,EBC(X">Y)。 

证 明 : 仍 用 归纳 法 。 当 ==1 时 结论 正确 。 设 对 = 一 1 也 成 
立 , 讨 论 & 二 n 的 情况 。 依 条 件 和 归纳 假设 知 存在 
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Ti (ziDE 有 (和 VY) Ti(xar"" ,Ts) EB(X—>Y) 
使 . 
T, (zi T2909 Tn) = TR) Tay Ti) = Tra Ta) CTX1) 
结果 对 | Tl | 委 1， 
| Ti Cr) Cras ,Ta) | = Ti Cr ra) Cx) | 
| Ti1Cre ,Tn) | 
固定 zs、zs、…、zo，sup Ti(z) (xz，… ,Xs) | < 十 ceo, 由 定理 


lzl < 


7.4, 存 在 M>0 使 ‖z | 志 1 时 
Ti Cx) Cra ra) | EM zs | zol 
故 
| Tx za) | EM xx, 
定义 7.5 设 X、Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,映射 /: XX 一 了 ,对 于 
UivUzs""" Ur, 约定 了 的 G- 微 分 为 
Df xsus uss ua)—= DD If Cru a ni) Un) 
如 果 有 Df(x)EB(X" 一 Y), 得 
Df (zyurs uz ua)—= LD fT) tus," un) 
那么 称 DfCz;wsuz，… su) 为 n 阶 (次 ) 有 界线 性 G- 微 分 。 
定义 7.6 设 X、Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,映射 : X->Y 的 阶 
(次 )F- 微 分 和 nn 阶 ( 次 )F- 导 算 子 为 
df (rsuyuas sun)—= dd fCTIus ta Uni) tn) 
f(r)= Cf 0) (zr) 
如 果 d"f(z)E€EB(X">Y), 且 
df xu us Us) = Ld fr) us tas sn) 
那么 称 d"f(z;wwi ,ws，… sus) 为 n 阶 ( 次 ) 有 界线 性 -微分 。 
从 定理 7. 2 知 , 如 果 在 z 的 菜 个 邻 域内 d*f(z) (k==1,2,…,n 一 
1) 存 在 且 强 可 微 , 又 d"f(z) 存 在 ,那么 f 在 z 处 是 有 直到 n 阶 (次 ) 
的 有 界线 性 弱 微分 , 且 D"f(zx)==d*f (zx)。 
下 面 只 考虑 在 一 个 开 集 上 强 可 微 的 情况 。 
定理 7.7 车 Q 为 开 集 ,f 在 Q 上 阶 强 可 微 , 则 
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df xu uy dn) =d fTIu ya 2) 
式 中 (25,iz… 2) 为 (1,2,…,n) 的 任意 排列 。 
证 明 : 应 用 归纳 法 。 对 ”一 2 取 了 一 尺 ( 实 数 域 ) 。 若 为 二 阶 强 

可 微 且 xEQ,u、vEX, 置 

Sf=[fCzxtutv)—f rtv)j— [Lf rtu) — fr)] 
依 定理 7. 1, 有 *E [0,1j] 适 合 

Sf=df (z+vttuu) —df (rtitu,u) 

注意 了 的 可 微 性 ， 

df (xivu) —df (zu)=df ru,v) +R’ (v,u) 


而 
lim RW, _, (7.1) 
12l 0 1 ze 
展 (v ,Mu)—=AR’ (v,u) (7.2) 
这 样 


8f =[df(zx+vttusu) —df (rsu) |— [df (rtituu) —df (zr,u))] 
=[d?f(zyusvttu) it R’" (vtu,u) |— 
[df (xsustu) t+ R’ Cu,u)] 
=df (rsuv) i R’ (viiusu) —R’ (tu,u) 
应 用 5f 关于 ww 的 对 称 性 ,而 
Sf=df (ryv, ut R’ (uttv,v)—R’ (tv,v) 
分 别 以 u,v 替代 wv, 并 由 微分 性 质 及 式 (7. 2)， 
df (ryusv)—dif (ryv,u) 
= 地 [R: (AM(z 十 如 ) ,v0)—R" (Atv,v)C— 
R’* (ACvttu) az 十 尺 ” (CAtaya)] 
从 式 (7.1), 当 人 ~0 时 上 式 右边 趋 近 于 零 ， 
df (ryuv)=df (rv u) 
若 Y 为 一 般 的 实 赋 范 线性 空间 , 任 取 pgEY" ,以 gof 替代 了 ,由 
二 阶 强 可 微 知 pof 也 二 阶 强 可 微 , 且 
di(pof (zyusv)=9(d f(r;u,v)) 
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注意 到 
di(gf (xyuv)—di (gf) rv,u) 
但 gd?f(zrsusv)) 二 pg(df(z;v,w)), 于 是 
df(rsuv)—=dif (x;v,u) 
今 设 df 《zypuiyUzs… Us) 关于 wisUe、… wus 对 称 , 因 为 
d*tif (xsus tas Ut1i) 
=d’(d* If) (ryu 9 Ui 1) Us U41) 
=d?(d* A) (Cryus U1) Wit1s Uk) 
=d(d f(zxyu Us 1 U41) Uk) 
所 以 由 归纳 法 假定 知 dz witi) 关 于 吉 、wz、……* wati1 对 
称 。 
定义 7.7 若 TEB(X””>Y),T Gayus "da) = T(t, 
和 2) 对 所 有 zz teEX 成 立 , 而 (人 zi) 为 (1,2，…， 
2) 的 任意 排列 , 则 称 了 为 有 界 对 称 ” 线 性 算 子 。 
定理 7.8 ”如 果 拒 为 巴 拿 赫 空间 , 开 集 OCX, 映射 :2 一 了 
在 Q 上 nn 阶 强 可 微 ,那么 在 2 上 存在 对 称 的 d"Fz); 如 果 d"Fzr) 在 
2 中 连续 ,那么 f(z) 在 Q 中 存在 并 有 f(r) 二 df(z)。 
证 明 : 利 用 定理 7.7,d"f (zywiyway… ws) 关于 如、wa、… us 对 
称 ; 而 它 关 于 wu， 连续 ,并 对 每 个 u; 连续 。 再 根据 空间 的 完备 性 与 定 
理 7.6 知 ,d"f(z;wuisuz，"…,uUs) 为 有 界线 性 算 子 ,也 就 是 有 对 称 
的 f(r)EB(X™ >Y)., 
若 d"f(z) 在 Q 中 连续 ,可 用 归纳 法 证 明 f/"”(x) 的 存在 性 ,x 二 
1 结论 显然 , 令 结 论 对 n 一 1 也 成 立 , 依 上 面 的 证 明 可 知 存在 对 称 的 
d” f(x) ,; 且 有 d"f(x) 二 dl(d”' 有 ) (x), 表明 d”!1f(z) 连 续 。 由 归纳 
法 假定 ， 
d™ f(x)=f" V(x) 
设 / 二 {zi 十 tz 一 X21)10&t 人 1)CQ, 又 "f(z) 连 续 , 考 察 积 分 
Jarf cyar 一 | ae 十 zz ~— TX)) (zx, CO— ri)dt 


[4 
一 d" if(zx;) 一 dz ) 
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= orz 一 Foodzn) 
据 此 ,对 任意 封闭 折线 CCO， 
[EA =0 
利用 定理 7. 3,d"f(z) 为 映射 
Fo: 0-=BCKeD 一 Y) 
的 导 映 射 , 即 df(z)=(f%?)' (rz)= 了 "(zr)。 


7.1.3 罕 级 数 
设 和 XY 为 实 赋 范 线性 空间 ,对 TE (和 7 一 >) , 记 
了 一 了 (LU 2) (wuEX) 
— 


?个 
定理 7.9 ” 设 X 为 实 赋 范 线性 空间 , 凸 开 集 QCX。 若 在 2 上 
定义 的 泛 聘 数 f 具有 n 阶 连续 - 导 算 子 , 且 x、z 十 EQ, 则 存在 9E 
[0,1] 使 


n—1 
f(z+u) = >) 六 [Fo dz) ju 十 二 je (zz 十 Ou) ur 
LE0 《， 4 


证 明 : 记 g(t) 二 f(z 十 tu) (gp 为 通常 的 数值 消 数 ), 并 依 假定 , 它 
具有 n 阶 连续 导数 ,又 
GI) = fH zt) 
对 于 8 使 用 普通 的 泰勒 公式 ,9E [0,1] 满 足 


中 一 1 
f(z + =) 一 DP? 0) + He" (0) 
l=0 


一 > 7 AS 十 二 人 (Zz 十 Ou)u” 
i= 


定理 7. 10 ”如果 X、 7 为 实 赋 范 线 性 空间 ， 凸 开 集 CCX ,7 : 
人 Q2->Y 了 ,f/f 在 0 上 具有 2 阶 连续 下 - 导 算 子 ,zr 十 xEQ, 那 么 


n—1 
f(z + -DD 让 [7 Cz)]w + Rs) 
其 中 
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RW) = 7 0 — "Lf Ce + tu) Jerdt 


一 二 Le]w + od lul") 
证 明 : 对 于 ”一 1, 依 定理 7.1 知 正确 。 设 对 ”一 上 定理 正确 。 
/+10(z) 连 续 ,对 了 (xz) 利用 归纳 法 假设 ,得 到 


&—1 
Pz ttm) = DF LAY) Je) + Re tn) 
t=0 
x 1 一 人 
Ri (tu) 一 Ck 二 | (1 — s)* Lf et (z+ stu) (tu)* Jds 
一 二 [fe) Jn) 十 olltul*) 
从 定理 7.1， 


f(x 十 zx) 一 f(x) 二 | (zx 二 tu)udt 
|(> 六 Lf Ce) ju) + Ri (tu) yudt 


k 
>) 让 Ef? Cz) lu 十 | Re (tu)udit 
余 项 
* (tu)udi 


dh 2 | (1 sift (x 十 stu) Geu)tJds |u 


1 
o (ko— 1)! 


一 二 | .Ga _ s)y[ ft (x 十 su) Ju*t!ds 
应 用 归纳 假设 中 余 项 的 另 一 种 形式 ,有 
| (tudt 一 | 说 [Forb(z)]daox + od sal) juat 


|e 
-| 
-| dt ‘| 二 | GC s) ft V(r 二 sw Juds | 
-| 


[ft Cx 十 sw) Juttids| c s)*-1dz 


= 干 A 十 ol | tw | 4+1) 
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设 a; 为 对 称 的 有 界线 性 算 子 , 称 形式 无 穷 和 为 宕 级 数 
f(x) = Da 
定理 7.11 若 pQ() 为 nn 次 实 多 项 式 且 max|2ecd)|sa， 则 


1p' 0) lMG+t1)’ 
事实 上 , 命 L(2) 为 & 次 勒 让 德 多 项 式 ,于 是 


p(t) = SarLislt) 
k=0 
式 中 必 一半 下] pC)LGDdr. 因 为 | 过 1、|L0D1 过 1, 所 以 


lal 所 pl Mdt = (2k + DIM 
—1 


但 14(0) | 志 ， 


1p'(0)| = Dar (OSM Pett < Mn 十 1) 
定理 7.12 若 a, 为 对 称 的 有 界线 性 算 子 , 则 


n—1 


(anx”)' =—=na,z 
取 了 .为 对 称 的 有 界 ” 线性 算 子 , 令 
首 妆 ,| 一 suP ， | 7 
见 册 下 委 下 闷 , 
定理 7. 13 ”车 寡 级 数 


f(r) = Darr” (7. 3) 
n=0 


记 p 一 (mHa,1*), 则 对 p<pos 式 (7.3) 在 1 z 上 <<p 中 一 致 收 
敛 , 且 f(z) 在 1x 二 p。 中 强 连续 、 强 可 微 ， 


f' (z+) = Dnar"! (7. 4) 
n=1 
证 朋 : 设 po 二 oo, 对 e 汪 0 使 o 王 2o(1 一 se), 取 正 整数 N, 当 和 N 
时 川 cj < 二 , 即 当 1 zl <o 时 
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1 十 e 


| ar | Sha zl <| 却 ) [wd 一 e] 一 (1 一 ee) 


故 > Tax" 在 上 zl 科 2 中 一 致 收敛 ,从 而 式 (7.3) 在 外 zz 委 p 


中 依 范 数 一 致 收敛 。 易 知 f(zx) 在 zx 过 po 中 强 连 续 。 现 证 明 
Him llno. Nl* lim la, ll* (7. 5) 


对 1 zl =1.1z | 一 过, 由 巴 拿 赫 定理 知 存在 feY' | /1 =1 
使 


‘x | 


Jaasz 1u)= | na.r”™ 


置 p()= 二 f(a,(x 十 tu)"), 当 |t| 二 1 时 
lp EF al Ci zl + ul )” 


入 ia 1 二 去 | <3lla,ll 
可 p'(0) 二 f(rnasr” lz) 一 |zasz lz| ,由 定理 7.11， 
| aasz wu 3Cnt+1): la, 


这 样 对 上 xz 委 1, 有 


| nasz”! | = sup ， | nanr”! 1 | 3nCx+1)? la, 
Hl = 
故 
lina; i= SuP ， | aasz | 3nCn 二 +1)? a 
结果 出 现 式 (7. 5)。 
7.2 隐 函 数 定理 
7.2.1 C? 映射 


定义 7.8 设 XX.Y 为 实 赋 范 线性 空间 ,p 为 非 负 整数 , 开 集 
QCX, 映射 : 20>Y, 称 f 为 C? 映射 .对 p 二 0 是 指 f 在 0 上 连续 ， 
对 zp 放 0 是 指 f 在 上 具有 zp 阶 (次 ) 连 续 的 强 导 上 映射 Fo (z)。 

如 果 U、V 分 别 为 XY 中 的 开 集 ,了 : U->V 为 双 射 , 且 ff/-! 
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均 为 C* 映射 ,那么 称 f :UV 为 C* 微分 同 胚 。 

如 果 U、V 分 别 为 XX、Y 中 的 集合 ,了 : U—>V (zoEU), 又 设 存 
在 z 的 邻 域 Uo、f(zo) 的 邻 域 Vo, 使 /: Uo>Vo 为 C?* 微分 同 胚 , 那 
么 f:U>V 在 xo 局 部 C?* 微分 同 胚 。 

如 果 f : U>V 在 U 中 每 个 点 局 部 C? 微分 同 胚 ,那么 称 f 在 U 
局 部 C?* 微分 同 胚 。 

在 完备 空间 中 可 以 从 局 部 C? 微分 同 胚 诱导 出 一 个 线性 拓扑 
同 构 。 

定理 7.14 设 XX.Y 为 实 巴 拿 赫 空间 ,U 为 X 中 开 集 ,zx。EU、 
p 宇 1。 车 f : U>Y 在 zx。 处 局 部 C* 微分 同 胚 , 则 广 (xo) : XY 具 
有 有 界 逆 算 子 。 

证 明 :因为 了 在 ze 处 局 部 C* 微分 同 胚 ,所 以 存在 zo 的 邻 域 U6、 
f(zo) 的 邻 域 Vo, 使 f : Uo 一 Vo 为 C?* 微分 同 胚 , 记 作 g==f :Yo 一 
U,, 于 是 

(gof ) (Xx)=z (fog)(y)=y 
式 中 XEU。o、yEVo。 由 于 fg 均 为 C? 映射 求 导 知 
[g’ Cy}) fF Cx)j=Ix LPGzo]Leg (yo)]=1y 
注意 到 六 (zo)€B(X>Y), 据 道 算 子 定理 ， 
[Lf (x0)] '=g (yy0)=g (f(r)) EB(Y—>X) 


7.2.2 隐 函 数 的 存在 性 和 可 微 性 


隐 和 函数 存在 定理 ” 若 基 、Y、2 为 实 巴 拿 赫 空间 ,0 为 XXY 中 
的 开 集 , (zxo,yo) EQ,f : Q->Z 为 连续 映射 并 满足 ” 

(1) f(x,y) 对 变 元 xz 强 可 微 ,了 ,(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 ，; 

(2) f(zo,yo) : 了 >Z 具有 有 界 逆 ; 

(3) fxos yo) =0; 
则 存在 >>0.6>0, 当 | y 一 2 < 时 方程 

zy) 一 0 (7. 6) 

在 | 外 zx 一 zo | <r 内 有 唯一 的 连续 解 z 一 8(?7) ,同时 zo 一 8Cyo) 。 

证 明 :(1) 因为 (xo yo) ; XZ 具有 有 界 逆 ,所 以 存在 MM 
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0 使 
| [f'sCxo,y0)]! | <M 
当 zx 一 zo 有 二 7 1 y 一 yo 过 6 时 
1 


| fi r,sy)— f(xo, yo) | < 


依 f(zo,y) 连 续 性 ,不 妨 取 yy 一 yo 二 6, 这 时 


r 


| f(xosy) | yy 


2M 
(2) 今 证 | y 一 % 站 < 时 
pr)=zx— [Lf ro y0)) fr,y) 


在 zx 一 zo 过 r 内 有 唯一 的 不 动 点 x* 符 合 f(x* ,y)= 二 0。 


第 一 ,由 > 的 取 法 知 当 | z 一 zo | 委 - 时 


| ga) zo Eg) Br) | + | gro) —zrol 


< sup_ NW) zzolt 


| Lf'Cxo,y0)]! 川 f(zxo,y) | <r 
这 样 将 zx 一 zxo 上 二 7 映射 到 xz 一 zo 过 7 中 。 
第 二 ,由 > 的 取 法 知 当 | z 一 ze | 委 ” 时 
| 92 yz) | =] 7 一 LACzoyo)] LPGzyy) | 


去 | [AsCzoyo] flo,y0)—f (zsy) | < 
表明 多 在 |‖z 一 ze 由 委 - 内 压缩 。 


《7. 7) 


(7. 8) 


(7. 9) 


(7. 10) 


(7.11) 


应 用 压缩 映射 定理 , 当 | y 一 % | 上 < 时 gw(z) 在 ‖z 一 zo | < 
内 有 唯一 的 不 动 点 , 记 作 z=&g(Cy)。 依 上 述 证 明知 该 不 动 点 符合 


| Xo | 二 r, 从 唯一 性 得 到 Xo—=g (Yo0)。 


(3) 求证 x==g (Cy) 在 上 ‖y 一 yo 过 6 内 连续 。 设 上 yj 一 yo 一 
6、 | 六 一 站 < r=gy) r=g(y) ;而 上 zx 一 zo <r, || x 


Xo | 二 xr, 即 
| 1 一 2 | 一 | py, CT1) 一 Py (x2) 


扫 | Py, (x) —9,, (Xx2) | 十 | P (TX2) — Py, (Tx2) | 
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<F lzl tg, Ce) pr) | 


最 后 一 个 不 等 号 为 式 (7. 11) 的 结果 。 从 上 式 有 
| gCy)—gCy) | = |z mz |<2 1 多 Cx2) — ,Cx2) | 
(7. 12) 


据 了 的 连续 性 知 当 yy 一 yz 时 上 9 (zz) 一, (zz) 一 0, 表 明 g 连 
续 。 

从 上 推出 : 设 XX、Y 为 实 巴 拿 赫 空间 ,0 为 X 中 的 开 集 ,zoE0O， 
三 : Q>Y 为 C! 映射 并 适合 : 

(1) 了 (zo) : XY 具有 有 界 逆 ; 

(2) yo=f (x0); 
则 存在 >>0.6>0, 当 1 y 一 yo 过 S 时 f(x)==y 在 上 x 一 zo 过 7 
内 有 唯一 的 连续 解 x 一 g(y), 且 有 zo 二 g (yo)。 

局 部 反 函 数 定理 设 X、Y 为 实 巴 拿 赫 空 间 ,Q 为 XX 中 的 开 
集 ,f: 0>Y 为 C? 映射 (p 宇 1) ,zoEQ。 车 f' (zo) : X>Y 为 线性 
拓扑 同 构 , 则 了 在 zo 为 局 部 C? 微分 同 胚 。 

证 明 : 取 2Z= 了 、f(x,y) 二 f(x) 一 y, 仍 用 隐 吨 数 存 在 定理 证 明 
中 的 记号 。 依 推论 知 存在 >>0.S>0, 当 | y 一 yo 过 6 时 f(x)=y 
在 上 zx 一 zo 过 r 内 有 了 唯一 的 连续 解 z 二 gC(y)、 满 足 yo 二 了 (xo)。 

(1) 先 证 g 在 {y| 上 y 一 yo 上 二 8} 内 强 可 微 , 且 在 该 开 球 中 
28'(y) 连 续 。 设 上 yi 一 yo 有 过 6、|y 一 yo 有 二 6, 记 

w=g(y)—g(y)—[Lf (gC(y)) (yi—y;2) 


又 令 y 二 f(z) yz 二 f(z2) ;而 上 zi 一 zo 委 ”、| x 一 zo 三 7, 则 


wll= | zoz Lf Cr) Lf rx) — f(r) 
| [LF (Cr) | fCz)— f(r) — ff (x2) x1— zx) | 


(7. 13) 
因为 
[fF Cr) =0—[LfF Cr fF Cx)— fro) EF (xo) ! 
{7.14) 
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从 式 (7.7)、 式 (7. 8) 知 
TF YI ff I .15) 


所 以 
| {I—[EfF COT fF Cf Cr) 2 (7.16) 
依 式 (7.7)、 式 (7.16) 得 


| LA (C0) 2M (7. 17) 
注意 到 f(x) 在 z; 处 强 可 微 ,由 式 (7.13)、 式 (7. 17)， | 
| wl =o( | zi—z; | ) (7. 18) 


从 式 (7.12)、 式 (7.17), 有 
| z 一 zz 站 委 2 | gy (zs) 一 pw Cxz) | 

=2| [f(r)] Cy —y) | <2M | yi — yl 

于 是 由 式 (7. 18) 
| wl =o0d | yz ) 
表明 g(y) 在 上 y 一 yo 上 过 6 中 强 可 微 , 且 
g (y)=[f (gCy))]! (7. 19) 
这 里 六 (xz) 连续 ,综合 式 (7.17)、| zi 一 zo 委 r、| x 一 zo | 声 r， 
CD CA 
Ef Cz) —f Cz) | SAM fF Cx)—f Cx)) 

所 以 [f(z)] ! 连 续 。 | 

由 g'(y) 二 L(g(y))] 1! 又 [L(x)J]-!1.g(y) 均 连续 , 故 g'(y) 
也 连续 。 

(2) 再 证 g 为 C? 映射 。 依 假设 为 C* 映射 ,在 (1) 中 已 证 g 为 
C' 映射 。 设 当 k<p 时 g 为 C* 映射 ;为 证 明 g 是 C*+! 映 射 ,只 需 证 明 
SC) 一 [LECGD)) 二 为 C 映射 ,为 此 只 要 证 明 [r(x)]! 为 C* 映 
射 。 从 式 (7.14)、 式 (7.15) 以 及 定理 7.13 即 可 得 到 。 

定理 7.15 设 XX.Y 为 实 巴 拿 赫 空间 ,f : X->Y 为 C* 映射 (p 
之 1)。 如 果 紧 集 MCX、f: Mf(M) 为 双 射 , 当 zEM 时 了 f(x): 
六 一 Y 为 线性 拓扑 同 构 ,那么 存在 M 的 邻 域 U、fCM) 的 邻 域 V 使 
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:UV 为 C* 微 分 同 胚 。 

证 明 :(1) 证 明 有 MM 的 邻 域 O 使 /在 O 上 是 单 射 。 否 则 存在 
zzoEX pr MD 一 0.oCz22 ,MD 一 0, 并 满足 

fr)=f (zr ) (x FT ) 
取 z .ul*EM, 有 
| uz | 一 0 | ze 一 > | 一 0 

因为 M 是 紧 的 ,所 以 可 取 收 敛 子 列 , 不 失 一 般 性 取 u ”一 zs ”EM、 
wu >zEM, 这 样 有 zx 全 x 中 rr。 

注意 到 了 的 连续 性 以 及 f(x) 二 f(z) 有 
f(x) 二 f(x 四)。 而 了 在 M 上 为 双 射 ,于 是 xz?=zx 一 +E€EM。 

这 样 ,zx 中 关 zx 一 zx.z2 一 x 并且 (x)= 二 f(x), 即 了 
在 z 附近 不 是 双 射 。 从 zEM 知 六 (zx) : XY 具有 有 界 道 。 利 用 
局 部 反 函 数 定理 知 了 在 z 处 为 局 部 C* 微分 同 胚 ,此 为 矛盾 。 

(2) 依 局 部 反 函 数 定理 ,对 xEM 有 zz 的 邻 域 U.CO、f(z) 的 
邻 域 V,, 使 f: U,V, 为 C? 微分 同 胚 。 命 

v= Uv. v= Ur. 

于 是 f :UV 为 局 部 C?* 微分 同 胚 。 由 于 fCU,) 二 V;, 因 此 f(U)= 
V ,表明 f :UV 是 满 射 . 又 UCO, 知 f 还 是 U 上 的 单 射 ,也 就 是 
说 f :UV 是 同 胚 , 即 为 C* 微分 同 胚 。 

定理 7.16 如 果 XX、Y.、Z 为 实 巴 拿 赫 空 间 ,0 为 XXY 中 的 开 
集 , (zo,y0o) EDN,f : QZ 为 C* 上 映射 (p 之 1), 而 f(zxo,yo) 一 0、 肥 
(zo，yo) : XX 一 Z 具有 有 界 道 ,那么 存在 ~>0.6>0, 当 | y 一 |‖<<5 
时 方程 

f(zx,y)=0 

在 zx 一 zo 过 r 内 有 唯一 的 解 z 二 g(y) ,满足 zo 一 g (yo)，, 且 g(y) 
在 上 y 一 yo 二 6 内 有 阶 连续 导 上 映射 。 

证 明 : 作 映射 p: 0Q->ZXY,p(z,y) 二 (f(x,y),y)。 由 假定 知 
9 是 有 连续 的 p 阶 导 映射 ,Pp(zo,yo) 一 (0,yo), 且 

了 90 


dp(zoyyo) 一 人 人 : (X->Y)->(Z->Y) 
具有 有 界 道 。 依 局 部 反 函 数 定理 ,存在 >.6>0, 当 ||z| 二 6、 | y 一 
yo | < 和 时 方程 

PCZyy) 一 (zy) 

在 |z 一 zol <r、1y 一 站 < 内 有 唯一 具有 z 阶 连续 导 映 射 的 
解 。 

命 z 一 0, 当 | > 一 站 < 8 时 有 唯一 的 解 z=g(y) ,在 | y 一 
yo 上 <$ 内 为 C? 映射 ,zo 一 gCyo)、plg(y),y) 一 (0,y), 即 f(g(y)， 
2y) 一 0。 
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8 奥 尔 里 奇 空间 


8.1 NN 函数 


奥 尔 里 奇 空 间 属 于 巴 拿 赫 空间 ,可 用 于 处 理 非 多 项 式 型 的 非 
线性 问题 。 
在 某 可 测 集 G 上 的 实 值 L? 空间 (p 之 1) 的 元 素 全 体 定义 为 


(z® | [merayd <+ ~) 


式 中 必 (4) = 二 |u|?.uE( 一 00, 十 0)。 当 MM(w) 为 一 般 实 函 数 时 上 述 
合 就 是 推广 的 L? 空间 。 
定义 8.1 车 函数 MCw) 满 足 不 等 式 


M 四 <M FM) (8.1) 


并 对 所 有 wv 成 立 , 则 称 M(z) 为 凸 函 数 ; 若 式 (8. 1) 对 所 有 不 同 的 
uv 都 不 取 等 号 , 则 称 M(w) 为 严格 凸 函 数 ;车 对 任意 ce 之 0、uo 二 0， 
存在 6 这 0 使 对 一 切 w、v, 当 

Iu—v| 宕 emax( |u| ,|v|)>ewuo 
时 有 


M(w) i+ Mv) 


M 委 (1 一 0) 2 (8. 2) 


则 称 Me) 为 一 致 凸 函 数 。 
当然 定义 8. 1 也 可 采用 下 述 方法 表述 : 
(1) M(w) 为 是 函数 等 价 于 对 任 给 w、v、a€10,1j]; 
Me ee To ee 
(2) M(w) 为 凸 函数 等 价 于 对 任 给 wi、wz、*…、w,， 
2 十 zz 十 十 zt MO HMC) + ee MG) 
n 


n 


wv 
2 


M 


(3) M(w) 为 严格 凸 消 数 等 价 于 当 w 关 vw.a€ (0,1) 时 
Ml[aut (1—a)v <aM(u) tit (1—aM(w) 
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(4) M(za) 为 一 致 止 函数 等 价 于 对 任 给 se 盖 0.wo>、[a, 拉 C 

(0,1) ,存在 之 0 使 对 所 有 wv 及 aE[La,5bj, 当 
|u—v| 守 emax (lu|, lzl) 之 ea 
时 有 
M[aut+ (1—a)v]<(1—6)[LaM() t+ (1—a)M(v)] 

定理 8.1 当 M(w) 为 严格 上 山 函 数 时 ,其 在 任何 有 界 闭 区 间 上 
为 一 致 同 函 数 。 

证 明 : 任 给 s>0.xwo>>0 及 有 界 闭 区 间 7, 因 为 M(w) 在 I 上 严格 
凸 , 所 以 函数 


M Uv 
fa) = 2 
M(u)+M(v) 
2 
在 紧 集 
{(u30) | |u—v|>emax(|u|, |v|)2 ew;u.vET) 
上 最 大 值 小 于 1。 


定理 8.2 ” 当 M(z) 为 严格 凸 函 数 时 任 给 天 盖 0、.s>0, 存 在 SG 
0 使 对 所 有 wv, 只 要 |uij、lv| 志 KK ,|u 一 v| 之 e, 就 有 
< 0) 


Uv 
M 2 


成 立 。 
定理 8.3 当 M(w) 为 严格 凸 函数 时 任 给 KK 汪 0、e>>0 和 [a,6] 
C(0,1), 存 在 6 汪 >0 使 ELa,6j,|u|l、lv| 志 K,|u 一 v| 之 e, 有 
M[aut (1l—o)v l(aM() d+ 0 —a Mw)] 

定义 8.2 满足 下 列 条 件 的 在 (一 co ,十 cc) 上 的 实 函 数 M(z) 
称 为 N 函数 

(1) M(w) 为 偶 的 连续 是 函数 且 M(0)==0; 

(2) 当头 0 时 MGe) 盖 0; 


定理 8.4 M(zx) 为 N 函数 的 充 要 条 件 是 存在 适合 下 列 条 件 
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的 在 L0, 十 co] 上 的 实 函 数 如 (zx): 
(1) 右 导数 2+ (zx) 右 连续 且 非 降 ; 
(2) 当 x0 时 户 (z) 盖 0; 
(3) p(0) 一 0、.p(co) 一 co 并 符合 


ju| 
MI(u) 一 |, pdz (8. 3) 


实际 上 , 任 给 wx< zw<v, 西 函数 Me) 有 不 等 式 
Mo) MO MO — MY) Me —M(w) 
ww —u 一 VU—w 
成 立 。 取 v= 二 w 十 hz、w 二 u 十 hi(hs 之 有 之 0), 依 式 (8.4) 的 第 一 个 不 
等 式 ， 


(8. 4) 


Mluth) —M(u) Mluths)— Mu) 
hi Dy hh 


M(uth)— M(u) M(u)— M(u—h) 
h h 


表明 关于 A>0 非 减 ; 同 理 关于 


A>0 非 增 。 即 Mw) 的 右 导 数 p; (wu) 及 左 导数 p_ (u) 对 一 切 z 均 存 
M(u)— M(u—h) 
h 


M(uth)— MU(u) 
h 


令 h->0+ 使 p_ (x) 世 p+ (u)。 今 证 p+ (ww) 右 连续 且 非 降 。 
取 二 v、.h 之 0 使 wu 十 hh 过 v 一 h。 对 ww 十 hv 一 hh 和 十 hv 一 及 、 
v 分 别 应 用 式 (8. 4) ,得 


MOET MD) Me 有 h)— M(uth) -M(v)—M(v—h) 
(一 由 一 (xz 十 六 ) h 


命 h 一 0 知 P+ (up (po) 9 即 p+ lw) 非 降 。 


注意 到 侍候 一 ( 吕 的 非 减 性 , 则 对 任意 wo 及 h>>0 


M(wuoth)— Muo) 
h 


之 


p+ (zxo 十 0) 委 


对 于 h 一 0+ 有 p+ (luo 十 0) 志 p+ (uo)。 另 一 方面 ,因为 p(w) 非 减 , 所 
以 p+ (uo 十 0) 宇 p+ (uo) ,于 是 pj (wo 十 0) 二 pi4 (wo) ,表明 pi (w) 右 连 
续 。 
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根据 实 函 数理 论 , 式 (8.3) 成 立 。 又 从 z(Gb) 非 减 知 当 wx 之 0 时 
(注意 MM(0)==0) | 


MO) = | pd 二 xp 
0 


也 就 是 
M(2u) = | pa 之 | pd > uplu) > Mu) 
足见 
Bz $< pe (u>0) (8. 5) 


最 后 从 式 (8. 5)、 定 义 8.2 知 定理 8.4(1)、(2) 成 立 。 
反之 ; 依 式 (8.3) .定理 8.4 的 (1), 对 任意 zx. 可取 0 委 x< 委 v， 
有 


uv 
2 


-| 


1f 党 * 
了 p(ydt 十 [pO] 
_ MC) + MCo) 
2 


Uw 十 v 


MT 


pli)dt < | pCa 十 


故 M(z) 为 凸 的 。 从 式 (8. 5) 得 到 定义 8.2 的 (1)、(2)、(3)。 
利用 M(z) 的 凸 性 与 定义 8.2 的 (3) 知 ,对 所 有 zx 天 0, 有 


M(au) ~<aM(u) (0<a<<1) (8. 6) 
M(au)>aM(u) (a>1) (8.7) 
对 于 uw>v>0, 取 a 二 三 , 依 式 (8. 6)， 
M(v) 一 M(o) (8. 8) 
v 化 
定义 8.3 车 pG() 满 足 定理 8.4 的 (1)、(2)、(3), 则 称 
q(s)= supt= in{f (8. 9) 


FACOES plD)>s 


为 p(t) 的 右 反 四 数 。 
定理 8.5 p(t) 的 右 反 函数 gl(s) 也 适合 定理 8.4 的 (1)、(2)、 
(3) 。 
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证 明 :(1) 显然 gC(s) 非 减 。 现 证 其 右 连续 。 否则 ,存在 s, yso 使 
q (sn) VY to>q (so)。 命 满足 0 之 1 之 q (so), 则 
ti<g(ss)—= supt 


PSS 


Bp() Ss.n=1,2,.), p(t)Rsoo 也 就 是 < sup 1 一 g(so) ,了 矛 


盾 。 

(2) 若 定理 8.4(2) 不 真 , 则 有 so 盖 0 使 (so) 一 0, 从 而 有 刀 y0 
且 pG)>so。 但 p(2) 右 连续 ,于 是 pt) 一 p(0) 一 0, 有 nwo 宇 1 汝 2 人 
no 时 p(t,) 志 5s,, 逆 盾 。 

(3) 显然 。 

定义 8.4 若 MM(w) 为 N 函数 ,qls) 为 其 右 导 数 p(z) 的 右 反 水 
数 , 则 称 入 函数 


N(v) = | qds 
0 


为 M(w) 为 余 NN 函数 。 
M(w) 为 严格 凸 函数 的 充 要 条 件 是 gC(s) 连 续 , 即 p Cu) 为 严格 增 
加 。 对 任何 u、v, 杨 不 等 式 
uvM(u) HN (vw) (8. 10) 
当 且 仅 当 ww 一 g(|v|)signv 或 vw 二 p(lu|)signu 时 式 (8.10) 的 等 号 
成 立 , 而 
lulp(lul)=M() + NLp (|u|)] 
lvla(lvl)=M(v)+M[La (lv|)] 
当 g(s) 为 p() 的 右 反 函 数 时 ,p() 也 是 qls) 的 右 反 应 数 ,表明 
M(u)、N(v) 互 为 余 NN 函数 。 
定理 8.6 当 M(w) 为 N 函数 时 
Mi (u) =aM (bu) (a.b)>0 
也 是 入 函数 且 其 余 函 数 为 


Ni(v)=aN 


其 中 N(v) 为 Mlw) 的 余 函 数 。 
证 朋 :Mi(w) 的 右 导 数 p1(2) 一 abp (581),p() 为 M(u) 的 右 导 
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(8. 11) 


(8. 12) 


也 
ab 


数 ;pi1(z) 的 右 反 函数 是 


1 5 
0G) 一 去 | 总 
(5) 为 户 ( 共 的 右 反 函数 ,从 而 


5 


No = | qs)ds = 二 | [总 
定理 8.7 若 两 个 NN 本 数 满足 
Mi (u) Mu) (zx 之 zo 疡 0) 
则 其 对 应 的 余 函 数 关 系 为 
和 Ni) 之 Na(Co) (qs(v) 守 uo) 
证 明 :由 式 (8. 10)、 式 (8.11), 当 v>>0 时 
M2(q(v)) + Nv)—=vg(v ) ENI(gs(v)) + Ni(v) 
注意 到 M;(g;(v)) 宇 Mi(g;(v)), 得 
Ni(v) 之 Ni (v) 
定义 8.5 称 N 函数 M,(w) 快 于 Mi(w), 如 果 存 在 a.6 渤 0， 
ww 之 0 使 


蜡 
ds = | gq(sJds 一 CN 


2 
ab 


Mi (u)aM, (bu) (zx 之 to) 
若 M;(w) 快 于 Mi(w) 同 时 Mi(w) 快 于 Mb), 则 称 Mi Ce) 、M 
(zx) 等 价 。 
【 例 8. 1 Mi 一 二 lz (Ce>1) 


十 育 1] ,有 


这 时 p12) =—1" 1 .gz(s) 二 gs6-1 


Nitw)= 户 [v1 


【 例 8.2】 M2(u)=e! |u|—1 
这 时 po) 二 e' 一 1、gqz(s) 二 log(s 十 1), 有 
NC(v)=(1 二 |vl)log (1+ |v|)— |v| 
定义 8.6 NN 函数 M(w) 满 足 4, 条 件 是 指 有 尺 汪 >2、uo 宇 0 使 
M(2u)<KM(u) (zx 之 zxo) (8. 13) 
用 MGoEaAs 表 明 M(x) 满 足 A 条 件 , 用 M(ze)E 台 表示 其 余 
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函数 NC(v)EAhs, 用 MCu)E 吕 门 吕 表示 MGC) EAhs 以 及 M(u) EV,。 
As 条 件 在 奥 尔 里 奇 空间 中 具有 重要 意义 。 为 此 提出 4; 的 等 价 表 
述 : 

(1) M(u) EA, 

(2) 任 给 放 1.u 之 0, 存 在 K' 之 1 使 


M(LNWEK' Mu) (uu1) (8. 14) 
(3) 任 给 二 1、wus0, 存 在 e€ (0,1) 使 
MI[ (1+e)u LM) (zx 之 zz) (8. 15) 
(4) 任 给 1 这 1、vo 之 1, 存 在 6 汪 0 使 
NUsv) 宇 (tN (wv) (之 vo) (8. 16) 


(5) 存在 w>0.0>1.8>0 使 式 (8. 16) 成 立 
(6) 存在 zw>0、po>>1.0>>1 使 


NODENG) (ww) (8. 17) 
pols 


定理 8.8 若 MM,(w) 等 价 于 MiCw)、 则 当 M;i(u)€ A 时 Mi(u) 
EAs。 

M(t) 的 凸 性 与 空间 的 凸 性 有 关 。 一 般 而 言 , 当 p (C2) 非 严 格 单 
调 时 MM(u) 不 具有 严格 同性 。 

定理 8.9 ”对 任何 NN 函数 M(o) 以 及 es>0, 存 在 严格 凸 的 N 孙 
数 AM(x) 符 合 

Mo) 妥 MGoO 委 (1 二 se)MCo) 

证 明 : 依 p(t) 右 连续 和 pC(o0) 二 oo, 使 pC) 为 常数 的 区 间 必 呈 [a， 
5b) 形式。 其 全 体 取 为 {[ai ,52)) 守 1, 若 p (81) 之 plai), 则 对 21 二 561、Pi 二 
min(p(610),(1 十 e)p(a1)); 若 p (C61) 二 pCal), 则 p (2) 在 651 处 连续 ,这 
时 选 H 之 6b 使 p C01) 二 (十 ej)pla1)。 令 B= 二 p1(61) ,并 在 [a1,W) 上 定 
义 p1(2) 为 通过 平面 上 两 点 (a1,p(a1))、(5'1,B1) 的 直线 段 。 显 见 p1(2) 
严格 增加 且 pG) 志 pi1( 愉 ) 声 (1 十 ej)pQ) ,iE [a1,6'1)。 再 命 {[as ,6)) 
中 第 一 个 不 包括 在 [Lai ,61) 半 开 线 节 并 以 同样 的 方法 在 其 上 补充 定义 pi 
(#) ,… ;最 后 在 其 他 的 点 上 定义 p01) 二 pC2), 易 见 p1(t) 严 格 增 加 并 适 
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合 户 ( 切 委 加 ( 委 (1 十 el)pbG)iE[L0, 二 co))。 对 Mi(xe) = 
| 请 cpdz, 可 验 之 满足 定理 要 求 。 

定理 8.10 ” 当 M(u) € As 时 存在 与 Mu) 等 价 的 严格 凸 N 
函数 Mi (wu) , 且 其 余 函 数 也 是 严格 是 。 


证 明 : 假 定式 (8.13) 对 所 有 成立 , 且 Mi (zx) 一 上 " Mg 


因为 侍 愉 (4 > 0) 严格 增加 、 连 续 ,所 以 Mi(u) 和 其 余 函 数 均 严格 


凸现 证 它 和 M(z) 等 价 。 实际 上 ,由 式 (8. 5)， 
Me > 1 M(2u)、 
态 (z ) 之 之 起 i 


> 起 pl) (u>0) 


将 此 式 各 项 从 0 到 积分 ,得 到 MCw) 之 Mi (zx) 之 元 M(z)， 即 
Mi(u) 、M(w) 等 价 。 
定理 8.11 若 任 给 s>0, 存 在 天]1 使 
pl(1l+e)t)Kp() (ft 守 0) 
则 Ma) 一致 凸 。 
证 明 : 任 给 sE (0,1), 取 天 >1 使 


pl((l 十 三 7)t)>Kp() (t 之 0) 


对 任意 uv 满足 |u 一 v| et lz| ,|z|); 不 失 一 般 性 ,让 zx 一 * 之 
eu 之 ev 之 0, 也 就 是 (1 一 e)wu 宇 v 汪 0。 置 


p=MGD TMG 2M 3 (20) 
由 于 几乎 处 处 有 
ol 的 一 MD M3)< 0 zE[0,u] 


go) MO) + MO — eu) 一 2M| | 1— §)e 


一 =|, je pa 
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二 | LP) 一 pl: 一 Fu 地 
> 1 一 志 | | co 一 1 一 $M | 


> 4| 1 一 让 | [MCu) + M(w)] 
即 


M 


2 十 忆 1 E 1 
: < 二 | 1 5|1 去 | ]EMC) + Mw)] 


表明 MM(w) 为 一 致 唔 函数 。 
定理 8.12 ”车 MM(u)E A 多 则 存在 与 MM(w) 等 价 的 一 致 囊 
N 函数 Mixe) , 且 其 余 函 数 也 一 致 凸 。 
证 明 : 类 似 于 定理 8. 10 的 证 明 , 设 对 一 切 w 成 立 ， 
(2+OMC EMGA)IEKRKMu) (K>2,6>0) 


令 


[Ea 
Me) = | Da 


lu) 
Mi(u) 一 | Dg 


于 是 从 定理 8.10 的 证 明知 Mi(u)、M(w) 等 价 。 因 为 


ww 
四 本 (人 Man 


u 


2 


| 
Me) <M| a<| ,| Moke) 
号 


<]|. 2 
2 


- 本 du 十 | Md < Ml 


上 | 
2 


1 


所 以 


M(t) Mb 
M(t) Moz) 


把 此 式 各 项 除 以 上 再 对 上 从 xz 到 9w 积分， 
O°Mo Cu) Mo Ou) SO Mo Cu) (91) 
对 任意 s>0, 依 上 式 Mi(w) 的 右 导 数 符合 


Mo((1+e)u) (1+e) ”Mou) 
(1+eu 二 (le)u 


LL 


<K | 4 二 26 


pi1((1l 二 2)w) = 
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一 (1 十 6) 生 1 二 (1 十 e)* 1!pi(w) 


表明 pi (zx) 满 足 定理 8. 11 的 条 件 ,也 就 是 Mi(z) 为 一 致 凸 函 数 。 
对 于 Mi(w) 的 余 函 数 Ni(v) 的 右 导 数 g1(v) , 取 
gqi((l1+e)v)=a(v)gi(v) (zz 之 0) 
于 是 ea(z)>1。 记 v 一 血 (x)， 代 人 上 式 
Molal(v)u) a (v)Mo Cu) 


alv)u ~ a(v)u 


M,(u) 
uw 


(1+e)pi(u) = pla(tv)u)—= 
=a’ 1(v) pu) 
结果 a(v) 守 (1 十 ejRT。 从 gi((1 十 e)v) 之 (1 十 e)r-igi(v) 得 到 Ni 
(vv) 为 一 致 凸 函数 。 
8.2 ” 奥 尔 里 奇 空间 定义 


现 以 G 表示 nn 维 欧 几 里 德 空 间 EK” 中 有 界 正 测度 闭 集 ,以 AM 
(wu) .N (v) 表 示 互 余 NN 函数 ,u(t)、v(t)、w(t)、… 表 示 定 义 在 G 上 
的 勒 贝 格 可 测 实 函 数 , 以 pu (uu) 表示 u(t) 关 于 Mu) 的 模 


[Mu Yd 。 定 义 
Go 
Lu= {u(t) |pu(u)<=+o0} 
Li = {u(t) | 存在 a>0 使 pxlau) 二 十 2} 


Ev= (ult) | 对 任意 a>0 有 pu(au) 二 十 oo) 


显 见 
ExSLu—=Lm (8. 18) 
当 M(u) As 时 式 (8.18) 为 真 包含 关系 。 
定理 8. 13 Lx 为 线性 集 当 且 仅 当 M(e)EA4:。 
定理 8.14 当 M(u)EA, 时 Ex=Lxu=Li。 
实际 上 ,对 任何 zxE ,由 L#; 定义 知 , 存 在 a 之 0 使 exE€ Lu。 对 任意 
这 0, 依 A 条件 的 等 价 表述 ,及 这 1.w0, 当 4 之 ww 时 MM 


之 KM(w) ,于 是 


—u 
a 
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[Mus) yd 一 |zx 全 au 人 0) Eau lt) dt 
G A 


di+ [Mm 
8 


<M 


k 
二 zz 
a 


m(G) 十 天 JM anu) dt 一 上 oo 
G 


这 里 m 表示 测度 ,A 二 G(|au(t) | 声 w)、B= 二 G(|au() | 之 wo) ,表明 
u EExu,B Ev OL 
对 于 Lx 中 的 元 素 , 有 相当 于 公式 
a te et ee te 
n 


n 


的 Jensen 不 等 式 。 
定理 8.15 若 uG)ELxw, 则 


M6 bs jw) < zs we (8.19) 


证 明 : 命 w() 在 G 上 连续 且 |uQ)| 志 KK GEG)。 因 为 M(z) 
在 [0, 玉 ] 上 一 致 连续 ,对 任 给 se>>0, 存 在 8>0 使 当 |w 一 us| 二 6 时 
[IM(u) —M(u) |<e, 

由 于 u(t) 在 G 上 一 臻 连续 , 故 可 将 G 分 割 为 两 点 不 相交 的 有 
限 个 等 测度 和 集 G1、G:、…、G,, 这 样 对 t€EGi 均 有 |uC) 一 uw (zi) | 去 
GEG) GE=1,2,…,n) ,推出 


1 1 < 
Pe Jucar — 元 之 ， Je | 
一 


1 < 1 ~ 
一 a> ja 一 元 GJ 之 jeoa 


<A6 > we 一 xdDld<8 
进一步 分 析 , 有 
Ms Jew) < ME Du) +e 
m(G) 2 和 not 


SiMe)) +e (8. 20) 


i=1 
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1 _1ls 
[a [Me YM)| 


_1 
~ m(G) 
从 式 (8. 21)、 式 (8. 20)， 


> [MG — Mobs) de| <e (8.21) 
i 已 


1 1 


依 e 的 任意 性 , 式 (8.19) 成 立 。 
对 Lx 中 的 一 般 元 素 w(z) ,利用 式 (8. 10)， 


| luc ld: 去 [Mu yd 十 NGD)m(G) <+ co 
G 人 
表明 存在 连续 数列 {&,(z)}) ,使 
lim | lz wt)ldi=0 
"™ G 


注意 到 式 (8.19) 对 所 有 wu, (i) 成 立 , 两边 对 n 取 极 限 就 得 到 式 
(8.19) 对 w(t) 也 成 立 。 
对 任意 wELj( 奥 尔 里 奇 空间 ) ,定义 


| evcod| 
G 


| xl w 一 sup 
PN (VEl 


易 知 上 ，|w 为 Lx 上 的 范 数 , 称 为 奥 尔 里 奇 范 数 。 
可 以 证 明 {Li, | 。， 上 x) 为 巴 拿 赫 空间 。 在 Li 中 的 基本 列 
{us), 依 定义 
[AGE ACI (nm co) 


G 


对 所 有 满足 wo) 委 1 的 v(z) 一 致 成 立 。 据 此 , {wu,(z)} 度 量 收 伍 , 从 
而 存在 子 列 a.e. 收敛 : 
Us ruolt) (>co) 
任 给 e 汪 0, 当 充分 大 时 
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aw = Do ld ee >>D 
对 一 切 满足 pv(o) 委 1 的 wv 一致 成 立 。 当 p>oo 时 对 所 有 vwEL8， 
ov(o)< 妇 1 一 致 地 有 

| lee uo) ld Se (kh) 
表明 ww 一 和 ws<e 又 因 上 4w 一 ww0(hwm>oo) 以 及 e 的 任 


意 性 ,有 | 一 wo 上 w 一 0(m 一 co0)。 当 然 ,wE Li 是 显然 的 

定理 8.16 (1) 当 1 志 py(v) 二 十 吕 时 
jawow < pxCv) zw Cu € Li) (8. 22) 
G 


(2) 当 ww 志 1 时 
[ntsc DI<1 
G 


证 明 :(1) 因为 0 二 一 一 之 1, 依 N(aw)<<aN (C0<a<1)， 


pn(v) 
所 以 
Uv v(t) pn (Cv) 
pr | pos| 一 | < 人 一 1 
得 到 


pn(v) 1‖ xz | w 


v(t) 
| DC 


G 


ja (1)v (1) dz = pn(v) 
G 


(2) 令 
ult) [ult) | 


u(t)= | 
0 lat) |>n 


于 是 |utz) 14 ub)1, 且 
[NEpCuce) Dds = lim [NEpC uC) |) 
CC G 


车 (2) 不 成 立 , 则 存在 充分 大 的 使 
JNEpcdu, de> 1 
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从 式 (8. 11)、 式 (8. 22)， 
[NEpClu, (1 Dd < je 1p[pClxw GD1)]d 
站 


< pripllu, ,C2 1)) | us, | a 
< jxtw |i C2) |) dt 


这 是 矛盾 的 。 
定理 8.17 当 | wu|w 志 1 时 pn(w) 志 wl| wm。 
【 例 8.3】 特征 函数 XCz) 的 范 数 。 
设 ECG 为 正 测度 集 。 任 取 zEZLw、Ow<l, 由 Jensen 不 等 式 


i 1 
N| Poul)< a < 


1 
m(E) 


joul< m(E)N- | | 
Ni) 为 No) 的 反 图 数 , 导 出 
[eds m(E)N- I 


1 
| Xs lu = ,sup, a | 


ff Xs | Xe 
N [二 zt 


所 以 
xelu> Nl ay | xd = | A "CE) 


并 有 


1 


| Xe uN 5 


J ms) (8. 23) 
利用 式 (8. 23)， 


_1. NT LI (Co) 
im | Xel wm lim =lim yes 一 0 (8. 24) 


【 例 8. 4】 MQ)= ultp>D 的 Ls 的 范 数 |， | wm。 任 取 
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uwELivELN ,pv(v) 世 1, 由 H61der 不 等 式 得 
ovoajs Nulslvls < ll, 


故 | xz lw<er ul ,。 
另外 , 置 


vl Tr lz |*-!sign[u dt)] 


验证 知 pw (v6) 一 二 |v) bdz 二 1 ,因此 
人 


1 
Ea 
= gul, 
表明 上 。 | w 与 上 .| ,相差 一 个 常数 因子 qz 。 
定理 8.18 (1) 在 Lx 中 按 模 有 界 点 集 依 范 数 有 界 ; 


(2) 当 MCoEa4s 时 依 范 数 有 界 集 按 模 有 界 。 
证 明 :(1) 当 xzEZLwsovw(o) 委 1 时 


jw < Pu) + owtv) Sow) 十 1 


ul > 


| eeovocodz 一 0 5 | ze |?dz 
G 


G 


| ul wou) 二 1 
(2) 设 BCLi 依 范 数 有 界 , 即 存在 p 这 0 使 当 w€EB 时 uj x 
声 p。 取 wo 之 0. 居 之 1, 当 wu 之 uo 时 MC(pu) 志 KM(u)。 对 任何 EB， 


由 定理 8. 17， pv| |< | 过 1。 从 而 


Pu (u) = [MC yd 十 juls 


A 


MpudmG) + kK |m 
人 


de 


六) 
Mpu mG)+ Ek 
式 中 A 二 G(uG)1)* 志 puo、B=G(|u() |)> puo。 


定理 8. 19 《1) 依 范 数 收敛 蕴涵 按 模 收敛 ; 
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(2) 按 模 收 合 蕴涵 依 范 数 收敛 的 充 要 条 件 为 M (wu) € A,。 
定理 8.20 车 uELi.vEL8, 则 


foae < lululoly C8. 25) 
G 
lzlw> je Pd 


人 
即 式 (8. 25) 成 立 。 
定理 8.21 任何 zxEZw 到 D 的 距离 4(u,D) 志 1, 其 中 DD 为 按 
| 。|| wx 的 闭 包 。 
证 阴 ; 对 e 汪 0, 取 nn 使 pv(w,) 这 px (lw) 一 e, 而 
ww lS (8. 26) 
0 Iu(t)|>n 
因为 w,€ED, 所 以 从 杨 不 等 式 
ad(u,D)< | uu | wl+ pu(u—u,) 
一 1 十 ovwka) 一 Duv(z)<< 1 十 e 
表明 4d(w,D) 志 1。 
| 定理 8.22 Lx 的 线性 子 空间 Ew 等 于 G 上 一 切 有 界 可 测 函 
数 的 集 按 上 | x 的 闭 包 D, 即 Ex 二 DD。 
证 了 明 : 若 有 wuE€ Ew, 则 对 任何 & 之 1,ku€ Lu。 由 定理 8.21,d 


(ku, D)S1 或 4(u,D)<< 二 。 注意 到 的 任意 性 ,4alu,D)=0; 而 D 


为 闭 的 ,于 是 ED。 

反之 ,车 w€D, 则 对 任何 8 之 1, 有 2&kuE€D。 而 存在 有 界 函 数 ww 
(2) 使 ‖ 2ku 一 wm 志 1。 应 用 定理 8.17,px (2ku 一 w) 声 1; 根据 MM 
(z) 的 凸 性 ， 


pw) 二 二 ov(2tu 一 四 ) 十 二 pu) 天 十 co 


也 就 是 vE Ew。 
定义 8.7 设 wELx。 车 lim ， | Xs 上 三 0, 则 称 x 是 范 数 绝对 
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连续 的 。 
事实 上 ,下 列 命题 等 价 :@O xzE Ex;®@ ‖ zx 一 luw>0(n> 
co) ,而 ww 的 定义 同 式 (8. 26);@ x 是 范 数 绝对 连续 的 。 
因为 Ew 二 D 且 Ew 中 的 元 素 为 范 数 绝对 连续 ,利用 JTHZHH 定 
理 知 连续 函数 类 在 Ew 中 稠 ,所 以 Ex 是 可 分 的 ,一 般 情况 下 ,Li 不 
可 分 。 可 以 断言 :Li 可 分 的 充 要 条 件 为 M(w)€ A,。 
定理 8. 23 ”六 CL 的 充 要 条 件 是 Mi(w) 快 于 M(xw); 这 时 
存在 8>0 使 uw 所 Bulw (EL )。 
证 明 ; 充 分 性 , 取 a.b 这 1,w 宇 0, 当 wu 之 uo 时 M,(u) 志 aMi (bu)。 
对 任何 xELjLi ,有 se 之 0 使 pum (ex) 近 十 ce, 于 是 
ja fu jade MumG)+a [Me ya 一 十 co 
G G 
且 xEZ 总 。 
必要 性 。 若 Mi (az) 不 快 于 Ma(w), 则 有 正 序 列 xf oo 使 Mi(u,) 
>>Mi(2"nus) (n= 二 1,2,…)。 令 G 的 一 个 两 两 不 相交 子 集 列 {G,} 适 


_ Mi(u)m(G) 
m(G,) 一 2°M (nu,) 
考察 函数 
Nun ft€G, 
-| :eG\ UG, 
n=1 
注意 到 
ee?d = DM nu)m(G) = Milu)m(G) <+ oo 
Go 下 一 】 


因此 wE Lu CLi。 但 对 于 任何 4>>0, 存 在 mw 之 文 ,而 


MGu de > PMGnu mC) > MaCus)m(G,) 
G 4 N=m 


Mi(u)m(G) 


> SM Can) 2"M' (nu,) 


nn 二 mm 
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> Ma)m(G) = co 
n=1 
表明 wu 亿 Li ,矛盾 。 

最 后 , 设 M,(u) 寺 aMi (Bu) (uu) 置 
| X=a 十 Mi(uo)m(G) 二 1 

对 于 xE Li , 依 定理 8.17, 有 

ult) u(t) 

akbar zu<F hs) 


人 


(z 
| < 4|Mu md) + | 们 全 | a | 


< Xm +a]<1 
应 用 杨 不 等 式 ,得 到 | ;5 [一 
zl. 
8.3 范 数 计算 


奥 尔 里 奇 空间 Ly 是 由 M(x) 唯 一 确定 ,但 其 范 数 外， x 与 
M(w) 并 无 直接 关系 ,也 就 是 不 易 通过 MCw) 研 究 范 数 。 
定理 8.24 车 有 kk 这 0 使 


|NEp Cho lu) |) de 二 1 (8. 27) 
人 


m2° 取 B=226, 即 zw 所 8B 


则 
lulu = la) lp ude) Dade (8. 28) 
证 明 : 依 式 (8. 27) ,得 | 
| zx Eells Iu) |)dz 
另 一 方面 ,由 式 (8， 27)、 式 (8. 11) 杨 不 等 式 为 等 号 情况 , 即 


| xz | x = 二 sup | Duecod 
0 py 


(o) 委 1 
G 
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1 十 J ya] 
= 二 {pc u(t) 1)Jdz 十 [Mn] 
° G 
-EJ lu Ce) | Dko lule) dz 
G 


= | wo) pko ud) |)dz 


表明 式 (8. 28) 成 立 。 
定理 8.25 对 任何 wELx, 有 


jul = inf 去 | 1 十 |wcuucood] (8. 29) 
k>0 6 


证 明 : 不 妨 取 uu 关 0。 
(1) 先 命 p(1) 连 续 .u(t) 有 界 。 这 时 的 函数 


[Ne ja) 1))dz 
人 


在 [0, 十 cp) 上 连续 且 在 零点 为 零 .在 无 穷 远 点 为 无 穷 大 , 故 必 存 在 
Ao>0 使 


| cool ya =1 
G 
利用 定理 8. 24. 式 (8.11), 有 
Julw = Jed D Hono) ld 
1 
=2[1+ jm)yar | 
| 
> inf 去 [1 十 Muy] 
对 任何 & 之 0, 依 杨 不 等 式 
1 xllw 去 去 [1 十 [Muce) ya | 
G 


于 是 
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ul w<inf 去 [二 | Mo dt | (8. 30) 


这 样式 (8. 29) 成 立 。 
(2) 只 需 设 p() 连 续 ,uE€ Li。 对 任意 正 整 数 n, 按 式 (8. 26)， 
us(t) 有 界 ; 依 (1) ,存在 ,使 


[NEpG uct) 1d = 1 
G 
1 
lula = ll+ [MO 2)) dz 
二 ] 


从 第 一 式 知 | 直上 非 减 。 再 从 


i = tl1 十 de lulu Null 


知 | 忌 } 有 极限 志 。 令 weo ,得 
lzlw>> 志 | 1 十 tad 


注意 到 式 (8. 30) 推 出 式 (8. 29)。 
(3) 一 般 情形 。 对 任 给 e 汪 0, 由 定理 8.9, 存 在 严格 凸 的 NN 函数 
Ni(v), 让 
No 和 NiCu) 委 (1 十 e)NCo) (8. 31) 
据 此 ,Ni(v) 的 余 函 数 Mi(v) 的 右 导数 p(t) 连 续 并 从 定理 8.6、 定 
理 8.7 知 


MCO>MCGO>GTeM| 这 (8. 32) 


l+e 
由 式 (8. 31)， 


sup 


“(old | < sup 


42 


ul(t)v(t)dt | 


G 
(vd |< sup fava 
全 


4 


ult) (1 ev dt 


人 
La 
己 
| 
QO No No 
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即 
| ez val y+te) lull wm (8. 33) 


其 中 Ai= pn, (VIE 4 一 pw(o) 委 1.4: 一 Ow (v)S1+e. A= pn, 
v 
| 二 委 1。 又 从 式 (8. 32) 及 (2) 


inf 工 1 十 J 


k>0 


[二 ja + uke))d | 
< 人 (1 十 e) | z | 


Ceyinf 二 | 1 十 | AG 
k>0 


<inf 二 [+ 


ok 


Ut+einf [1 十 JM de | (8. 34) 
k>0 6 


结合 式 (8. 34) ,并 考虑 e 的 任意 性 知 式 (8. 29) 成 立 。 
可 以 证 明 : 式 (8. 29) 中 的 下 确 界 可 以 达到 
定义 记号 


h" = ku) = inf(#> 0| |wIewlecoD]a > 1) 
G 


hr =h"" Cu) = sup{k> 0| |wCedlzc DJd<1) 
全 
这 里 wELx;。 对 任意 u,&k* < 。 
定理 8.26 当 且 仅 当 kE[k* ,k** |] 时 
lzlw = 去 [1+ Mayat| (#0) (8.35) 
G 


证 明 : 依 定理 8. 25, 只 需 考虑 当 且 仅 当 &E Lk* ,k** ] 时 
Z0D 一 却 | 1 十 |wceueco)d] (k>0) 
G 
达到 极 小 值 。 
以 Q 表示 L(&) 的 定义 域 , 先 证 L(%) 存 在 最 小 值 . 显然 LC) 在 
人 上 连续 。 车 Q= (00, 十 0), 则 LC(0)=L( 十 00)== 十 oo0, 且 infL(k) 
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可 达 ; 若 2=(0,5], 则 由 Levy 定理 ,有 元 (0 一 0) 王 十 ceo, 且 infZ(&) 
可 达 ; 若 =(0,5], 则 infL(%) 也 可 达 。 
再 讨论 &'* EQ。 对 任何 XE (0,k** ), 按 k"* 定义 ， 
|NEpClul) Dd sl 


G 


推出 


[uw plu Da < | z il wx 
G 


利用 杨 不 等 式 等 号 情况 ， 
L(k) < 去 | 1 十 | ez 1pCtlud?Dde | 
< 主 + lulx<+~ 
又 用 Fatou 定理 
LO SET+t uly<+~ 
对 于 <k* ,LL(k) 的 右 导 数 为 
1 


ZL (k) 一 一 让 | 1 十 |wcuco)d]+ 元 | aelzeDlea EE 


G G 


= BL]N epclu Yas -1|<0 


于 是 & 不 是 元 (&) 的 极 小 点 。 
当 >>k"* 时 取 k'ECk**,k), 有 
L(k) — L(k') 


一 “一 “ | 1+7z < 页 |EM hu)) — MCk'ult)) dt 
G 


2k 
一 uc)d] 
G 


= “Bm {Np lu Dd — 1)>0 
表明 不 是 L(&) 的 极 小 点 。 
如 果 k" 二 =k” ,那么 从 上 面 讨论 知 , 它 是 L(&) 的 极 小 点 ;如 果 &。 
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E( ,六 ) 那么 从 有 、k"* 的 定义 知 ,这 时 
[NEp Cho lac) Jd 一 1 
人 
根据 定理 8. 23 的 证 明 ,Z(&o) 一 | zll w 一 infL(e)。 又 依 Levy 定理 ， 
Lk’ *) =—limL(k) =infL(&) 
Lk) =limL(k) =infL(&) 
这 里 a 表示 kk** 一 0.at 表 示 k 有 ->k* 十 0。 
定理 8.27 集合 
kK- {| lzly = 工 [1 + JMcrceya ,a < Izxlu<s 
对 任何 5 宇 a 二 0 为 有 界 集 的 主要 条 件 是 MC(u)E 咏 。 


证 明 :充分 性 。 记 wo 一 M- | 5;tG5j .由 人 条 件 的 等 价 表述 知 
有 pp 之 1 六 1, 当 w 之 wo 时 MM(u) 守 pLM (1), 
对 于 2>a>0A.zEz7 ,满足 


a | zlw = 去 [1 十 jwcuzcoodr]s b 
利用 定理 8. 25， 

alzlws2l1 + Ml sje] 
导出 |M| 2 de>1 ,于 是 


jul (| dt 之 ju Eze) jd 一 M(xo)m(G) 之 广 
g G 


式 中 g 一 G| 过 1z(D1>>m 


o 


假定 人 > 二 1。 取 正 整数 i 使 /一 <Fah<. 再 用 MOUw) 宇 piM 
GO Ga 和 MOD SM) ua), 


b> zl = 到 | 十 jwcuzood] 
_ G 
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1 
>| EM3 


到 芯 270) 


df > | 二 ee 二 zjd 


写 全 工 四 pi 
> 二 p'! 之 pl 921it! a? 


表明 i<log， 


全 | ,因此 
ktios, ( 让) 
a 
必要 性 。 如 果 MCu) 锋 吕 , 那 么 依 A; 条 件 的 等 价 表述 ,存在 1, 人 


co .us oh 之 2.Mlu)m(G) 之 雪 使 


MG 一 | 1 十 去 | MC) (n=1,2,.) 


对 每 个 正 整 数 , 选 G 的 一 个 子 集 G,, 使 得 恒 有 M(w)m(G.) 一 去; 
并 置 x,(z) 二 xo,(z) ,应 用 定理 8.25、 定 理 8. 16， 
二 = pw(z) < zlu<[1+ [Mc dt | 

” 6 


= 于 十 元 MCa)mkG << 开 十 i| 1 十 二 | 4MCeomkG。) 


了 
Z 


十 二 [1 二 二 一 


1 
2 
当 如 适合 zz w= 让 [1 二 |MC&zbe))de] 时 , 依 上 述 的 不 等 式 ， 
Go 
对 充分 大 的 a 有 如 之 1, 故 
去 二 去 1+ 二 > lz 机 


> 二 十 Meo)mm(GJ) 一 下 十 
令 了 一 > CD ,得 到 R 一 co ,必要 性 得 证 。 


1 
2 
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9 广义 函数 
9.1 形式 健 里 叶 级 数 
给 定 一 个 收 伍 的 傅 里 叶 级 数 
ww 十 SY (ascosn0 十 bsinng) (9.1) 
就 存在 一 个 圆 内 的 调和 范 数 。 
a Sacosnb + bsinnp (OZp1) (9.2) 


反之 ,车 式 (9.2) 对 任意 满足 p€ [0,1) 的 p 收 合 ,如 式 (9.2) 收 化 ， 
则 称 式 (9.1) 定 义 了 一 个 广义 函数 。 因 为 调和 函数 无 穷 可 微 , 所 以 
广义 函数 也 无 穷 可 微 。 


十 oo 
形式 傅 里 叶 级 数 2 ae 可 定义 为 广义 函数 , 记 作 (0)。 


十 eo 并 
约定 > 代表 >/ 、2) 代表 >) 中 除去 一 项 n = 0。 
令 n n= n n 
v(0) = Db,e™ 
对 任意 复数 4.w, 形 式 傅 里 叶 级 数 
Au(0) 十 Au(g) 一 >) ha, 十 pb,)e™ 

也 是 广义 函数 。 广 义 函 数组 成 线性 集合 。 两 个 广义 函数 的 乘积 未 
必 收 敛 ,但 当 2,a, 巨 或 收敛 或 可 和 时 称 之 为 广义 函数 w(g)、.5CBJ 
的 内 积 , 记 作 (w(0) ,0)) ,显然 

(u(0) ,v0)) = (v0),u(0)) 
Cha (0) + pu 0) ,oD) =A (0, 00) + pu (0), v(t) 有 
(u(0),e”) 二 a,。 定 义 
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(zx(0):C5 二 有功 ) = (uO 0D) = Da bs e™ 
为 广义 函数 uC9)、v(9) 的 卷 积 。 称 广义 函数 
S00) 一 De™ 
为 狄 拉克 函数 ,其 使 
(zx(9) 505 一人) = Dae™ = uly) 


为 方便 ,也 将 8(0 一 9) 记 作 6%C0)。 广 义 函 数 u(0) 的 导数 wu (90) 定义 
为 
u’' (0) = i nare™ 
显 见 
Cu (O00 = i na b=— Da, Gnb,) 一 一 (uO) ,v0) 


推出 


(u(0) ,6 (0—y))=—(u (0),6(0—W)) = —u' yy) 
(u(0) 6” (0—Y))=—(—1)u"? (yy) 


9.2 巨型 和 $ 型 广义 函数 


今 讨论 两 类 特殊 的 广义 函数 。 
如 果 系 数 a, 符合 
max {Tim |a,|*, Tm |a-,|*}<1 

那么 称 其 对 应 的 广义 函数 为 玉 型 (类 ) 广 义 函 数 。 开 型 广义 函数 构 
成 线性 集合 ;五 型 广义 函数 的 导数 仍 为 五 型 广义 函数 ,两 个 及 型 
广义 函数 的 卷 积 仍 为 五 型 广义 函数 。 

如 果 存 在 整数 p 使 a. 二 OCln1*) ,那么 称 其 对 应 的 广义 函数 为 
S 型 (类 ) 广 义 函 数 。S 型 广义 函数 为 于 型 广义 函数 ;S 型 广义 构成 
线性 集合 而 且 导 数 运 算 、 卷 积 运 算是 封闭 的 。 

在 五 型 广义 函数 之 间 定 义 “ 加 法 ”和 “ 卷 积 ”, 当 把 “ 卷 积 ” 视 为 
“乘法 ?时 所 有 已 型 广义 函数 成 环 。 定 义 
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u(0) + v0) = > (as + br)e™ 
u(0) x v0) = (uf) v0 — 1) = Dabre™ 
它们 满足 交换 性 、 结 合 性 、 分 配 性 。 该 环 的 单位 元 是 
6(0) = Dye™ 
且 
Mu 0) = (u(0) CO 一 0)) 

ew” 为 客 等 元 ,也 就 是 ew”x e” 二 e”。 这 些 知 等 元 相互 正 交 ; 当 m 闫 n 
时 ee x ew” 一 0; 知 等 元 的 和 是 单位 元 6(0)。 同 理 分 析 S 型 广义 函 
数 。 

两 类 广义 函数 工 . 荆 当 满 足下 列 条 件 时 称 为 相互 对 偶 : 

(1) 对 uET.v€E 常数 收敛 ; 

(2) 车 (u,5) 对 所 有 wuET, (us0) 常 数 收敛 , 则 有 vET， 

(3) 车 (u,v) 对 所 有 wvE 守 常数 收敛 , 则 xET。 

定理 9.1 设 p(n) 为 正 的 增 函 数 , 当 n 一 oo 时 pln) 一 oo0, 且 设 对 
任意 >0, 级 数 》) [zc 下 常数 收敛。 取 7 为 满足 

log |a,| =o (ogg(n)) 

的 广义 函数 组 成 的 类 ;了 为 满足 


log (|n|)—=O(log 人 BT 


的 广义 函数 组 成 的 类 ;于 是 在 工 .证 之 间 存在 对 偶 关系 。 
证 明 ; (1) 依 定义 ,对 任意 6>0, 当 n>oo 时 
la,|<[y nl) 
对 c>0 使 
1 
ID 
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表明 >)a, 咏 收敛 。 


(2) 设 ! 称 全 , 则 有 数列 六 使 
1 loge(|z2 | ) 
1Im I 
Ta 
取 a 一 产 .a 一 0, 这 样 定义 广义 函数 (0) ET, 但 > )a, 5 发 散 。 
(3) 设 w 儿 TT, 有 数列 使 
log |&;, | >clogy( | M,|) (c>0) 


取 如 一 二 . 久 一 0, 这 样 定义 的 广义 函数 w(O)E 他 ,但 >)a, 5 发散 。 


在 定理 9. 1 中 以 gl(n)=e”, 这 样 类 TT 变 为 类 互 。 依 
log |a,| =0(|n|) 


得 
Him |a, |*<1 
和 ~ 
In|=0O|log 位 [| 
与 之 关系 等 价 


Jim 5. | ml 


定理 9.2 万 类 的 对 侦 类 如 为 符合 以 下 条 件 的 广义 函数 组 
成 ， 
max {Tim|b,|* ,lm|b.,|*)<1 
定理 9.3 G, 为 满足 


lim |a,|™ ‘<1 


|z| 一 co 


的 广义 函数 组 成 的 类 ,其 对 偶 类 Cu 也 是 满足 
lm. | |" "<1 
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的 广义 函数 组 成 的 。 
定理 9.4 设 y%(*) 为 正 的 增 函 数 , 当 ”一 co 时 1 全 0 使 


> 上 收 仇 。 令 T 为 适合 以 下 条 件 的 广义 函数 类 
log |a.| =Odogy |n1)) 

站 为 适合 
logy (|n|)=0 


1 1 
og [BT 


的 广义 函数 组 成 的 类 , 故 并 .全 为 对 偶 关系 。 
车 在 定理 9.4 中 以 y(n)==n, 则 类 工 为 类 S。 


定理 9. 5 5 类 的 对 偶 类 $ 是 依 符合 以 下 条 件 的 广义 函数 组 成 


1 


za? 


车 在 定理 9.4 中 以 y(n)==e", 则 用 7 表示 得 到 的 类 工 。 
定理 9.6 了 类 的 对 偶 类 7 依 符合 


lim |6,| -向 二 o0 


2 一 O 


的 广义 函数 组 成 的 。 
对 五 型 广义 函数 wu(0) ,函数 


u(r,0) = Pyare (0<r<1,0 委 0<2r) 

为 单位 贺 的 调和 函数 , 故 末 型 广义 函数 可 视 为 圆 内 调和 函数 的 边界 值 函 
数 ; 同样 ,应 型 广义 函数 v(6) 对 应 于 在 较 大 同心 圆 中 的 调和 函数 。 

显然 ,对 ; 型 广义 函数 (6) ,存在 处 处 调和 的 函数 ber , 称 


之 为 调和 整 函 数 ,于 是 7 型 广义 函数 为 调和 整 函数 在 单位 圆周 上 的 数值 。 


广义 函数 2 (0) 属 于 已 而 不 属于 五 ,其 对 应 的 调和 函数 
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2 “1 一 rece 二 人 +r 
为 Poisson 核 , 记 作 P(r,0) 
用 /(9) 表 示 连 续 ( 或 可 积 ) 户 数 ， 它 的 传 里 叶 系数 为 %., 则 对 任 
意 x(O)E 囊 常 有 


1 f2” ing an 
去 :| u(r,0) FCOd0 = 去 |。 Da orinl FCOIdO 


一 >ar" 去 | Foedo- Za Dar"! 
车 (uC9) ,7C57) 收 敛 , 则 从 阿 贝尔 定理 ， 
(u(0), FO) =lim 圭 | ur,0) Fd 
rl 2 Jo 


对 于 一 般 情况 ,在 妃 中 的 任意 两 个 广义 函数 (90)、v (90), 当 rr 二 
1.7 过 1 时 


支 | wr,0) v(r ,0)d0 = Ya， Err) 
" n 
车 (u,v) 存 在 , 则 

C0) 一 lim 就 上 | ulr,0) vlr,0)d0 


对 uwEHvEH, 当 存在 6>0, 使 0 过 ”<1 二 8 时 ,o(r' ,9) 调 
和 。 取 r 一 一 六 7 一 1] + 三 

去 | u(r,0) vr 0d0 一 Ly, b, = (u(0) ,元 DJ) 
以 上 表述 了 五 型 广义 函数 的 意义 。 

另外 ,任意 连续 函数 (90) 的 健 里 叶 系 数 a, 满足 


2 
ao 二 去 | |f(0) |d9=0(1) 


作为 S 型 广义 函数 ,其 p 阶 导 数 的 傅 里 叶 系 数 a” 满足 
=O(|n|?) 


反之 , 当 @, 一 OC1n1”) 时 u(0) 一 a 为 广义 函数 2 cprze” 的 p 十 


221 


2 阶 导数 。 该 级 数 一 致 收敛 于 连续 函数 ,因此 S 型 广义 函数 类 本 质 
上 就 是 连续 函数 定义 的 广义 函数 的 有 限 阶 导 数 的 集合 . 同 理 可 知 ， 
$ 型 广义 函数 类 就 是 无 穷 次 可 导 的 函数 组 成 的 集合 。 

如 果 w(9) 一 ao 为 连续 函数 w(9) 的 p 阶 导 数 ,那么 


(0) =a6 +lim 由 [| (ur,0) — a vO do 
r=1 2 Jo 


C1 | wr OTT Od 


一 ao botlim 
7 


加 — p Tn 0 
a +t ,2 | w(OTT Od 
T 0 


以 上 表述 了 S 型 广义 函数 的 意义 。 

定义 9.1 单位 圆周 上 的 开 区 间 0E€ (< ,0) 称 为 瓦 型 广义 函数 
致 零 区 间 , 当 在 (a,5) 内 的 闭 区 间 中 时 一 致 地 

limulr,0)=0 

点 9, 称 作 x(6) 的 支点 , 当 没 有 包括 b 的 致 零 区 间 存 在 时 。 

所 有 zx(2) 的 致 零 区 间 的 集合 称 作 x(0) 的 致 零 集 。 

致 零 集 是 开 集 , 其 补 集 称 作 支点 集 , 当然 支点 集 的 点 为 支点 。 对 于 广 
义 函 数 6,C(0) ,9 二 y 为 它 的 唯一 支点 ,因为 当 9 雪 Y 时 limP (x,6) 一 0。 

定理 9.7 五 型 的 只 有 一 个 支点 9 一 少 的 广义 函数 可 以 表达 成 


u(0) = DC, DOT CO)] 
这 里 DO[5,C0)] 为 69 00) 二 600)、65(9)、…、6y* (90) 的 线性 组 合 ，; 
32 (0) 为 3%(0) 的 ! 阶 导数 ,也 就 是 ,对 任意 v€E 丸 ， 


(uC0) ,v0) = 2)C DT vp) 
1 一 0 


式 中 
Do wp)) -二 
以 上 的 级 数 是 收敛 的 。 
定理 9.8 5S 型 的 只 有 一 个 支点 2 一 少 的 广义 函数 可 以 表达 成 
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v(ygt+arcsin x) | 


u(0) = 2)c 3500) 
l=0 


也 就 是 ,对 任意 vE3， 
(u(0) ,v0) = Dev 0) 


事实 上 ,不 失 一 般 性 , 设 y=0。 将 区 间 变 为 一 x,7。 

对 于 任意 e 汪 0, 当 rr 一 1 时 函数 在 10| > 时 的 部 分 上 一 致 趋 近 
于 零 , 故 

lim | ur,0) vdo=lim | ulr,0) THId0 
当 e 充分 小 时 ,在 12| 委 s 中 把 vw(0) 展 成 级 数 
v(0) = >7DOo(uo(0))sin'g + ROO) 

其 中 RC(O)==O (e+1)，; 

在 定理 9.7 的 条 件 下 ,该 级 数 可 以 展 到 无 穷 , 且 当 10| 委 se 时 一 
致 收 化 。 因 为 


C, =lim | u(r ,0)sin'0d0 = lim | ur,0)sin'0d0 
rl J —e rl J x 


x 得 sib\l 
=lim SE | wlr,0)d0 
r-l x 
1 /lr 
=lim (2 >， | | | ee dulr,0)d0 
rl —x 


t=0 


1 fl 
-Qi Sle 


t=0 


i 
这 里 | ,| 为 组 合 数 ,所 以 定理 9.7 成 立 。 
对 于 定理 9. 8, 令 
RO 当 10| ef 
Rc [ee 
0 其 他 
于 是 
| Rulr,0)d0 = | R* (ulr,0)d0 
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= =[ R* (0) ulr,0) — aw)d0 + ao| ROO 


最 后 一 项 表明 随 e 而 趋 近 于 零 。 再 命 w(0) 表 示 连 续 函 数 其 & 阶 导 
数 等 于 u(r,9) 一 ao, 这 样 


『 R* (0) ur,0) 一 oo)dg| 


im| x 
r>l 
= im| R'm wr,0d0 < | |[R*%(0)w(0) |d9 = OCe) 
7 一 1 一 并 一 元 
即 得 定理 9. 8。 
定义 9.2 设 o>>0, 若 


log |a。| -一 logle-,| -1 
lim nlogn < 广 lim nlogn ; 


则 称 u(00) 为 J 型 (类 ) 广 义 肾 数 。 
J 型 广义 函数 组 成 线性 集合 ,其 导数 也 是 广义 函数 ;但 两 个 
J 型 广义 函数 的 卷 积 未 必 是 广义 函数 。 
定理 9.9 J 的 对 偶 类 J， 的 广义 本 数 竺 人 
1 
log log 
lim -一 [加 >1 lim- 一 15- 5 > 了 


一 nlogn ”0 二 nlogn 之 
证 明 : 首先 ,由 J 定义 ,对 65>0 存在 nC(6), 当 n 宇 no6C6) 时 
log Lan | 工 _》 
nlogn a 
有 
|a | <nl 二 外 
从 定义 , 当 充分 大 时 


|6, | <n-( BE) 
表明 > ,ap 收 伍 。 


其 次 , 设 
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即 有 数列 ni 使 


rm lg? a _ 工 1 


lim nogn, op 


取 b 二 二、 其 余 如 一 0, 于 是 v(0) € 少 且 >) out 发 散 。 
最 后 , 命 


1 


log -一 
b, 
lim | ll 


mcoe Nlogn, rp 


取 av = 六 .其 余 ws 一 0, 于 是 定义 (90) € J 且 了 awb, 发 散 。 
对 应 于 J 类 中 的 广义 函数 (49) ,引入 函数 


ur,0) 一 >) par” > CQ ea 
m=0 


la|Sm 
et 因为 存在 3S>0 使 
1 
|p» DY) ae” < mT 之 ， 


| a | em 


所 以 在 平面 上 任意 紧 致 集 zxo(r,9) 是 一 致 绝对 收敛 的 级 数 。 


= O(m-i") 


Cn 


定理 9. 10 人 


(xu) = lim ™ Welr sO 00) 


ro0 去 |。 J olr) dg 


o0 
m 


r 
式 中 J,(7) = 之 ml) 
证 明 : 因为 
2r 0 
去 | ulr,0) vOd0 = SY Spar” 
0 1 n=0 


AM 


a b 1 | emae 
An {ox 0 


mm 
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一 porr >» Qn On 
m=0 lal&m 
所 以 利用 波 莱 尔 求 和 定理 推出 本 定理 。 
同样 可 定义 它 的 致 零 集 , 即 在 开 区 间 0€ (a,5) 中 的 任意 子 闭 

区 间 内 , 当 r 王 oo 时 

ulr ,0) 

por) 
一 致 趋 近 于 零 ; 这 种 开 区 间 的 集合 称 作 广 义 函 数 x(0) 的 致 零 集 ,至 
零 集 的 补 集中 的 点 称 作 支 点 。 


置 宪 级 数 
Q(r) = Di 0) 
对 所 有 的 7 都 收敛 。 以 To 表示 满足 下 述 条 件 的 广义 函数 的 集合 
Ti 98 leg 0 Lim log (|a-_， | 9,) <0 
mc nlogn neo0 nlogn 
对 此 可 以 得 到 结论 : 


类 Io 的 对 偶 类 js 是 由 适合 于 


log log TET 
lim os Te 宇 0 lim 6- 


ws nlogn == nlogn 


的 广义 函数 组 成 的 。 


对 wEJIo.v€jo, 有 


2r wo(r ,0) v(0) 
GD 一 lim 计 上 Qr) 


d0 
式 中 


ual(r,0) = yo >， CanEa 
m=0 


lalEm 


9.3 极限 


设 凤 (0)CGC 王 1,2,…) 为 广义 函数 类 了 中 的 一 个 函数 贯 (90) E 
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了 称 为 该 贯 的 极限 ,定义 是 :在 对 偶 类 个 中 任意 函数 v(0) 恒 有 


lim Cw ,0) = (u,v) 


在 了 的 对 偶 类 人 中 的 广义 函数 一 般 为 普通 意义 下 的 函数 ;对 
不 同 的 情况 ,分别 以 普通 函数 的 收敛 作为 它 的 极限 。 

(1) 取 vw(r,2) 为 函数 贯 ,在 包括 闭 单位 圆 的 域内 都 是 调和 的 ， 
且 在 该 域内 的 任意 紧 致 子 集 上 一 致 收敛, 则 其 极限 函数 w(r,b) 在 


该 域 中 为 调和 的 , 称 vC9) 为 v1(9) 的 极限 , 记 作 vw.(0) 一 v00) (六 )， 

对 x(O)6E 互 , 当 9S(>0) 充 分 小 时 使 所 有 ww(r,0) 定 义 的 域 包 括 
有 以 x 一 1 十 去 6 为 半径 的 团圆 。 而 

Cu(0) ,0.(0))= 去 | ur,0) vd0 «(r= J) 
依 假 定 v(r' ,0) 在 半径 为 xr 的 闭 圆 内 一 致 收 钙 ,得 
lim (zx ,五 ) 一 区 | ce wa( ,0)d0 = (u,v) 

(2) 取 w(r,9) 为 一 个 函数 贯 ;在 单位 圆 内 调和 ,在 圆周 上 无 穷 
次 可 导 , 并 对 任意 p 衬 0， 
SosviCr,0) 
在 闭 单 位 圆 上 一 致 收敛 ,于 是 推出 其 极限 "(r,b) 也 在 单位 圆 内 调 


和 ,在 圆周 上 无 穷 次 可 导 ; 定 义 vw.(0) 一 v(0) (8)。 
任 给 5S 类 的 广义 泪 数 
u(0) = > are™ 
并 取 
vO = Db te™® v0) = Dbe™ 

因为 w(2) 在 圆周 上 一 致 收 全 ,所 以 

limbo = 去 | (6)dg = 去 | (Od 一 

ps 0 nox oY 和 27T ov i 
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0 阶 导数 时 ， 
G0) =ab 0 | 1 本 | wo) DOId0 
加 亲 在 国 同上 (的 到 投放 了 了 000) ,那么 


lim ust) =aobst 2 


| vw (0) lim v0)d0 = (wu,T) 


也 就 是 , 当 vw(0)>v(0) (3) 时 恒 有 
lim (u,v) = (us5) 
(3) 取 v,(r,0) 为 在 整个 平面 上 调和 的 一 个 函数 贯 。 在 任意 紧 
致 集 上 该 贯 收敛 于 函数 vCr,0) ,定义 为 v.90) 一 vC0)()。 从 (1) 知 


lim u,v) = (u,v) 
(4) 取 w(r,9) 为 一 个 零 阶 整 调 和 函数 贯 ,在 平面 任意 紧 致 集 
上 一 致 收敛 于 函数 v(r,0), 设 其 也 是 零 阶 的 , 则 定义 v.(0) 一 v(0) 
(让, 同 理 有 


lim (u,v) = (u,v5) 
总 之 ,对 应 于 任何 广义 函数 类 了 的 对 偶 类 全 ,一 定 可 以 仿照 上 
述 方法 适当 地 引入 全 中 的 极限 概念 ,并 建立 如 下 关系 


lim(u 7 (wu ,VU) 
后 讨论 求 和 问题 。 
定理 9.11 若 g,(7) 为 在 以 xr。 作 右 端的 区 间 内 的 函数 贯 , 并 有 
性 质 
(1) gr(7) 宇 0; 


(2) qr)=—1 (rro); 
(3) 对 任意 /limgi(r)==0; 


则 当 坟 一 z 时 
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lim Sgt =t 


7 一 ro 7 一 0 
证 明 : 不 失 一 般 性 , 取 : 一 0; 任 给 s>0 存在 M, 当 / 宇 M 时 
| | <<e。 命 对 所 有 7， lal<s, 得 
M 
| A B > oo 十 5S g,(7) 世 BS g(r) 十 se 


=WTl 
当 r—>ro 时 右边 趋 近 于 
如 果 取 7x, 二 1.g1(7) = 二 (1 一 r)r/, 满 足 条 件 (1)、(2)、(3), 那 么 当 
rr 一 ] 时 


>) (1 — re 一 yw 一， Dt 一 jimzt 
i=0 


i=0 


定理 9. 12 车 Da 收敛 于 二 则 当 一 1 时 3lar 也 趋 近 于 


如 果 2 pr (pi 之 0) 为 处 处 收 化 的 短 级 数 , 记 


g(r) = pr 
pr 
i=0 
那么 它 满足 条 件 (1)、(2), 而 
i— 
lim g(r7) = lim — /2:7 一 0 
四 
l=0 


波 莱 尔 定理 车 2) pir'(pi 之 0) 为 处 处 收敛 的 军 级 数 , 则 当 
tt 时 


定理 9.13 取 g(r,0) 为 定义 在 0 志 9<2x.0 志 7 过 1 区 间 的 函 
数 ,并 符合 
(1) g(r,0) 守 0; 
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(2) | ge,eae =1; 
lim | g(r,0)d0 = 0 


rr 


19| ze 


当 0->0 时 辕 变 函数 (90) 一 t, 即 
lim [aCr,0) fc0) do 1 
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10 “Picard 定理 证 明 


10. 1 Picard 小 定理 


Picard 定理 在 值 分 布 理 论 中 具有 重要 意义 ;利用 复 变 函数 可 
以 证 明 Picard 定理 ,但 是 证 明 的 过 程 较 为 烦琐 ; 今 用 微分 几何 证 明 
Picard 定理 。 

车 0 为 复 平 面 C 中 的 域 , 在 Q 上 定义 非 负 的 C2 函数 p, 则 称 p 为 
度量 ,也 就 是 dS5s==p*1dz1*。 据 此 得 到 距离 多 ;在 zi、z;(E 0) 之 间 ， 


Dass22) =inf [oz) |dz| (10.1) 
PA 


式 中 inf 为 在 所 有 连接 zi、z; 且 各 点 均 在 中 的 曲线 7 上 取 到 。 对 
于 度量 p、 定 义 曲率 天 ， 


Vilogp(z) 
式 中 V 为 拉 普 拉 斯 算 子 , 即 
2 2 


az 3 3z35 ”9353z 
=j7+ ; 六 十 声 也 
而 z= 二 zz 十 iy 二 re*。 不 难 证 明 式 (10. 2) 定 义 的 曲率 与 微分 几何 定义 
的 高 斯 曲率 相同 。 
有 三 种 基本 度量 在 微分 几何 中 常用 ， 
(1) 抛物 度量 ”如果 0Q=C 并 在 C 中 取 度 量 p(z) 王 1, 对 所 有 
zEC,ds" 二 |dz|*, 那么 称 该 度量 为 抛物 度量 。 这 时 多 (zi zy) 一 


inf | az = |z, 一 二 | 表示 连接 = 、zs 直线 段 的 长 度 。 
依 变换 {w=a 十 ze*|9 为 实数 ,a 为 复数 } 构成 的 群 ,是 由 旋转 
xe” 平移 z 十 a 的 复合 而 成 的 群 , 称 之 为 刚体 运动 群 ; 它 是 全 纯 自 


辣 构 群 Aut(C) 中 的 z 群 。 抛物 度量 为 刚体 运动 群 下 的 不 变量 。 从 
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式 (1.2) 知 玉 (z、o) 一 0 对 任意 zxEC 均 成 立 。 
(2) 双 曲 度量 ”如 果 0 为 单位 贺 DC(0,1) 一 {z|1z|<1}) ,在 


DC0,1) 上 取 度量 p 一 4(z) 一 一 5 即 dd 一 站 9， 那么 称 该 度量 


1 一 |z| 生 


为 双 曲 度量 。D (0,1) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut (D (0,1)) 由 变换 
0 为 实数 ,a€ D(C(0,1) ;构成 ;或 者 说 , 群 由 旋转 及 莫 


比 乌 斯 (M 5bius) 变 换 组 成 ;而 且 双 曲 度量 是 Aut (DC0,1)) 下 的 不 变 
量 。 
现 计算 D0,1) 中 zi、z; 之 间 的 双 曲 距离 。 
考虑 DC(0,1) 中 的 zi 二 0、zs 二 RR 十 i0CR 过 1) 的 双 曲 距离 ,此 时 
连接 两 点 的 曲线 7 记 作 
z(t)=u(t) tivw(t) (OtE1) 
w(0)=u(0) 二 +w(1)=0 (u(1)=R) 
但 好 ( 世 十 zz 人 (<1,xzw 为 上 的 CI 实 值 消 数 ,有 
人 =| 21dz| _ ?| Vw (CD 下 十 Lw (DF, 


1— [zl|? o 1— u(t) — w(t) 


we 
1—az 


7 


1 2|u’ (#)| | 2du 过半 
>| 这 dt > ,Tw log(1—R 


当 且 仅 当 w() 二 0 时 等 号 成 立 ,推出 


. . ldz | | 十 R 
Zo0,Rti0) i | IT 一 Ts 一 log I 一 R| 


而 使 积分 取 inf 的 7 为 连接 0、R 十 i0 的 直线 段 。 
因为 w= 二 ze* 是 Aut(D(0,1)) 中 的 元 素 , 所 以 D(C0,1) 中 任意 两 
点 的 双 曲 距离 经 过 ww 二 ze* 变 换 后 是 不 变 的 , 即 有 


wj 1 [1+R 
D0, Re’)=log 这 用 | 
对 任意 实数 0 成 立 。 
车 zzz€E DC0,1), 则 
_ Zzil 
Pz) Ia 
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为 Aut(CD(0,1)) 中 的 元 素 ,将 z: 映射 为 0、z; 映射 为 J 各 二 ， 于 是 
Zr 一 之 1 
By 0, 2— |=l Tae (10. 3) 
zz 一 经 0 "1 本 之 2 Zl 
工 一 过 1Z2 
这 是 双 曲 距离 ,并 在 
中 取 inf 的 7 是 曲线 
= 十 
xz 一 一 (O01) 
1+z 
1 —Zziz; 


或 
(1—t)zi (tz 过 ) zs 
1—tzi Zi1— (1—t)zz; 
从 式 (10. 3) 知 当 zs 一 zi 时 多 (zi1,zs) 二 0; 当 zi( 或 z;) 趋 近 于 D0, 
1) 的 边界 点 时 绝 (z1 ,zs) 习 00。 
可 以 证 明 ; 如 果 f(z) 为 D(0,1) 中 全 纯 函 数 , 把 DO(0,1) 映 射 到 
DC(0,1), 且 w==f(z1) .wz 一 f(z2) ,那么 


WI Wz Tl1 2 


(10. 4) 


1 一 Eliroy | 
当 生 仅 当 f(z)E Aut(D(0,1)) 时 等 号 成 立 ，。 
依 式 (10. 3), 式 (10.4) 可 写成 
Dw WED ,zs) 
式 (10.4) 有 明确 的 几何 意义 :车 ww 二 f(z) 为 DC(0,1) 中 的 全 纯 函 数 ， 
将 D(C0,1) 映 射 到 D0,1), 则 DC00,1) 中 任意 两 点 之 间 的 双 曲 距离 经 
过 映射 后 不 会 增加 ; 人 f(z)E Aut(D(0,1)) 时 距离 相等 。 


注意 到 内 一 4 元 9 ,得 


1 一 zz? 


六 总 
4 
2 -2 一 2) 一 一 一 一 一 一 一 

VilogA(z)= vilog(l— |z|’) (1 一 |z|2) 
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故 双 曲 度量 MKz) 的 曲率 玉 (z, 人 一 一 1 对 所 有 zED(0,1) 均 成 立 ， 


称 该 度量 为 双 曲 度量 。 
(3) 椭圆 度量 
车 人 2 为 扩充 复 平面 C* ,在 C* 上 取 度 量 o 一 c(Cz) 一 让, 也 
就 是 
2 4|dz|? 
ds = Tl 


则 称 这 个 度量 为 椭圆 度量 。 在 球面 投影 建立 的 黎 曼 球面 5S’ 与 C' 之 
间 存 在 双 射 。 当 zEC' 时 在 S* 上 对 应 的 点 坐标 是 

之 十 之 之 一 之 |z|? 一 1 
|z|? 十 1"iC|z|? 十 1) ”|z|? 十 1 
车 P(xisyzzyX3)、P' (zi19X zy7X'3)ES, 则 PP' 之 间 在 S* 上 的 


最 短 距离 为 过 P.P' 的 大 加 上 的 弧 PP' 的 弧 长 , 即 
[1— zr 1 Xr — XT 
2arctg 1 十 XX 十 X22 十 9 和 
利用 式 (10. 5), 它 等 于 2aretg | 后 地 | 。 把 这 个 距离 作为 C" 中 的 
一 种 度量 ,得 到 z.z' 之 间 的 距离 ， 


(10. 5) 


(ZX1»,T2 ;TX3) 一 


人 之 一 
Dz, ) 一 2aretg| 产生 

对 应 的 度量 为 

2 41dz | 

ds Fl 
也 就 是 

2 
ds’:=o:(z) |dz|? oF 


度量 oC(z) 有 明确 的 几何 意义 。 以 ol(z) 计 算 C* 中 两 点 之 间 的 距离 等 
于 在 S* 上 对 应 的 两 点 之 间 的 最 短 距离 , 即 球面 距离 。 或 者 说 ,用 5 
上 对 应 两 点 之 间 的 球面 距离 作为 C* 中 两 点 之 间 的 距离 , 故 


Dlz1 ,22) =inf | ldz| 
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这 里 7 为 连接 Z1\Z2 的 任意 曲线 。 
车 zi 、zs 在 S? 上 的 对 应 的 点 为 Pi1、P;, 连 接 Pi、P; 的 大 圆 上 的 


弧 PiPi, 把 PP, 经 过 球面 投影 到 C' 中 连接 zi \zs 的 曲线 7,7。 就 是 
使 上 式 中 积分 取 inf 的 曲线 。c(z) 就 是 一 个 椭圆 度量 。 
单 值 化 定理 ”任意 单 连通 的 黎 曼 曲 面 必定 一 对 一 地 全 纯 等 价 
于 下 列 三 个 区 域 之 一 :DC;@D(0,1D);@C'。 
式 (10. 2) 定 义 的 曲率 有 一 个 重要 性 质 , 即 曲率 为 全 纯 映 射 下 
的 不 变量 。 
车 2.0, 为 C 中 区 域 ,f 为 0, 上 的 全 纯 函 数 , 将 0; 映射 为 0,; 
若 p 为 Q, 上 的 度量 ,又 了 " 关 0, 于 是 
fp=(p°f)|f | (10. 6) 
定义 了 在 2, 上 的 度量 , 称 之 为 从 度量 p 通过 f(z) 拉 回 (pullback) 
到 0Q, 上 的 度量 。 为 此 证 明 
K(z,f*p0)=—=K(f(z),p) (10.7) 
实际 上 ,因为 
| vilog |f'(z)|=0 


99 
V2?og (oj(z)) 一 4 元吉 log Pf (z)) 


=4| a Y [#8 (0° | 


=|f(z)|’= (vilogp) .f(z) 


所 以 
_ |f (2) | (viloge) f(z) 
Cpef 2))° | f 2) 


(Vilogp)° f(z) 
一 一 一 玉 (F(z)，o) 
(pof (2))? f(z),p 


定理 10.1 设 /(z) 为 D(0,1) 上 的 全 纯 函 数 ,f 将 DC(0,1) 上 映射 
为 U。 如果 在 U 上 可 以 引入 度量 p, 即 dss=p:(z) 1dzl*, 使 其 曲率 在 
U 上 任意 一 点 都 不 大 于 一 1, 那 么 
f*p(z)=4(z) (10. 8) 
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K(z,f'’ 0)= 


式 中 hz) 一 二 2， 即 
dyads? (10. 9) 
也 就 是 经 过 映射 后 度量 不 增加 。 
证 明 ; 任意 固定 >E (0,1), 在 以 原点 为 中 心 .r 为 半径 的 圆 DD 
(0,r) 上 定义 度量 
2r 


7 一 之 
显 见 ,在 D(0,7) 中 任意 一 点 z 上 ,其 曲率 均 为 一 1。 定 义 
v2) = 0 


A,(z) 一 


2 


这 样 在 Do,r) 上 vv 是 非 负 的 连续 函数 , 依 式 (10. 6), 广 pz) 一 


oCrGz))|P(z)1 在 FC077J 上 是 有 界 的 ,上 且 当 || 一 -时 元 一 0; 于 是 
当 |z| 一 0 时 v 一 0。 所 以 v 只 能 在 DC0,7) 中 的 某 点 r+ 处 取得 极 大 值 
M。 如 果 MM 志 1, 那 么 在 DC(0,r) 上 v 志 1, 令 r 一 1 一 0 就 得 式 (10. 9)。 
对 于 f*p(7r) 二 0,v 夺 0。 设 f°*p(r) 之 0, 此 时 K(r,f*P) 有 意义 ， 
故 从 假设 K(r,f*p) 志 一 1, 因 logv 在 t 处 取 极 大 值 ,得 
0 vilogv(r)= Vilog[L 广 por) 平一 vilogaA,(7) 
=—K(r,f "off* po(z) 了 十 开 (r ATA 
Lf* oC) Fo La 


推出 

f* plr) 

Ty) <1 
表明 M 志 1。 

定理 10. 1 的 更 一 般 形 式 为 :在 D(0,a) 上 定义 度量 
2a 
Xz) = (a>0) (10.10) 
VA |el’) 


其 中 4A 守 0; 因 此 这 个 度量 在 D(C(0,a) 中 任意 一 点 的 曲率 都 是 一 4。 

定理 10.2 取 /(z) 为 D(0,a) 上 的 全 纯 函 数 , 将 D(0,a) 映 射 为 

U。 如 果 在 U 上 可 以 定义 一 个 度量 , 即 ds; 二 p:(z)1dz|’, 使 其 曲率 
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在 U 上 任意 一 点 均 不 大 于 一 B, 那 么 
f° pS) (10. 11) 


对 zE D(C0,a) 成 立 , 而 B 为 正常 数 。 
定理 10.3 若 整 函数 f(z) 把 C 映射 到 ,并 且 在 U 上 可 以 定 
一 个 度量 p, 使 对 任意 zEU ,其 曲率 KC(z,p) 满 足 K(z,p) 硅 一 B 一 
0, 则 了 (z) 为 常数 。 
证 明 : 对 任意 a 汪 >0,f(z) 把 D(0,a) 映 射 到 U 内 , 依 假设 ,可 在 
其 上 定义 度量 ,使 其 曲率 玉 (z,o) 委 一 已 <<0; 利 用 定理 10. 2， 


fp SS) 


应 用 式 (10. 10) , 当 u~>ce 时 验 (z) 一 0, 故 广 o(z) 委 0 表明 f*p(z) 
二 0。 考虑 到 f(z) 为 全 纯 函 数 ,f(z) 必 为 常数 。 
定理 10. 3 是 刘 维 尔 定理 的 推广 。 根 据 刘 维尔 定理 知 : 若 整 函 
数 w 二 了 f(z) 将 C 映射 到 有 界 域 , 则 .FAz) 为 常数 ; 若 整 函数 吧 王 太 ) 
将 C 映射 到 无 界 域 , 且 C\U 的 面积 为 正 , 则 f(z) 为 常数 。 
假如 整 聘 数 包 = 二 ww 二 iv= 二 f(z) 把 C 映射 为 C、\ 
{z 十 10|0 委 “ 委 1) , 作 变 换 


TUL Ui 十 iv1 plrw) 


其 将 C 映射 为 C\{wi 十 i0 |w 志 0}。 作 变换 
wz =7r (Ww1) = Vol 
这 里 开 方 根 取 主 分 支 ,于 是 w; 把 C | 又 作 凯 莱 变 换 


Yo2 一 
Ty 入 
其 将 右 半 平面 映射 为 单位 圆 , 依 刘 维 尔 定理 ,ws 为 常数 且 推 出 w)、 
TW2 ,TW 为 常数 。 

由 此 可 见 , 整 函数 w= 二 f(z) 将 C 映射 到 无 界 域 U ,即使 C\U 为 
线段 ,该 整 隐 数 仍 为 常数 ; 当 这 里 根 线 段 的 长 度 可 以 为 任意 小 的 正 
数 时 f(z) 也 是 常数 。 


Tw 
一 1 


Yo3 一 =s (vw;) 
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定理 10.4 若 U 为 C 中 的 开 集 ,C\U 至 少 包 括 两 个 点 , 则 在 U 
上 引 和 人 人 度量 4, 使 其 曲率 KK(z,p) 在 U 的 每 个 点 都 符合 
式 中 B 为 正常 数 

证 明 : 在 C\U 中 取 两 点 ,并 以 线性 变换 把 这 两 点 变 为 0、1, 记 
Co 一 C\{0,1) ,在 Co 上 作 上 度量 
te ei (10. 12) 
这 样 x(z) 在 Co 上 为 光滑 的 正 淆 数 。 今 计算 4 的 曲率 并 证 明 它 为 负 
的 。 - 


A(z) 一 


因为 
ve(loglz| 引 一 已 vi(logl|z|’) 一 0 
所 以 
1 1 
1+|z|l3)? 1 
vlog ( J 9 vilog( 1 二 |z|3) 
3 9 1 1 
3og[L1 二 (到 于 一 二 TGS 
同 理 ， 
1 
valo {1+ 1z—1|3)? 1 
名 |[z—11 18jz 一 1153[1 十 (z 一 1)73 
它 的 曲率 是 
1 |z 一 1 
xcvo--a[ 一 1 
人 CFT ei 
5 
|z|3 | 
(1 十 |z|3) (1 十 |z 一 1123)3 
导出 : 


(1) 对 所 有 zxECo,K(z,1)<0; 
. ll 
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(3) limK (2,/)— 一 襄 : 

(4) limK(z,/)=—%。 

故 K(z,p) 在 Co 上 存在 负 整 数 一 B 作为 其 上 界 , 表 明定 理 成 立 。 

Picard 小 定理 ” 若 整 函数 ww 二 f(z) 将 C 映射 为 U,C\U 至 少 
包括 两 个 点 , 则 f(z) 为 常数 。 

从 定理 10. 4 就 得 Picard 小 定理 。 

定义 10.1 设 {g;}) 为 域 f 上 的 复 值 函 数 序列 (未 必 全 纯 )。 若 
对 任 给 se>0 以 及 Q 中 任意 紧 致 集 KK ,一定 存 在 仅 取 决 于 e、KK 的 正 
整数 7/, 当 7 了 时 

|gj;(z)—g(z)|<e 

对 zE 大 均 成 立 , 则 称 {g)} 在 ff 上 正规 收敛 。 

或 者 说 ,如 果 {gj} 在 人 上 为 内 闭 一致 收 敛 , 那 么 称 {gj} 在 人 上 
正规 收敛 。 

若 对 纪 中 的 任意 紧 致 集 元 必 存 在 仅 取决 于 玉 、 的 正 整数 ,7, 当 
j 之 J 时 gj;(z) 儿 LL 对 zE KK 均 成 立 , 则 称 {g)) 在 2 上 紧 发 散 ;或 者 说 ,如 
果 {gj}) 在 人 上 任意 紧 致 集 上 一 致 发 散 到 co ,那么 称 {g;) 为 紧 发 散 。 

定义 10.2 设 久 为 域 0 上 复 值 函 数 族 。 车 多 中 任意 序列 或 
存在 子 序列 正规 收敛 或 存在 子 序列 紧 发 散 , 则 称 多 为 正规 族 。 

定理 10.5 设 . 多 为 域 2 上 的 全 纯 函 数 族 。 若 对 2 中 任意 紧 致 
集 天 ,有 常数 Mrx ,使 

|ACz)| 委 Mk (10. 13) 

对 于 zE 天 ,JE 罗 均 成 立 , 则 .多 为 正规 族 

1f(z)| 寺 M( 常 数 ) 对 所 有 zEQ,fE. 久 都 成 立 。 

由 于 多 为 全 纯 函 数 族 并 适合 式 (10. 13), 因 此 不 可 能 存在 紧 
发 散 。 正 规 族 的 概念 可 以 推广 到 亚 纯 函 数 族 。 

定义 10.3 设 久 为 域 0CC* 上 亚 纯 阻 数 族 。 若 .多 的 任意 序 
列 一 定 存在 一 个 序列 ,在 2 上 球面 距离 的 意义 下 为 正规 收敛 的 , 则 
称 .多 为 正规 族 。 

判别 法 ”如果 .多 为 域 2 上 的 亚 纯 函 数 族 ,那么 .多 为 正规 族 
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当 且 仪 当 

{f*o|f€E} (10. 14) 
在 2 的 任意 紧 致 集 上 一 致 有 界 , 而 o 为 椭圆 度量 , 即 对 0Q 中 任意 紧 
致 集 K, 存 在 常数 Mx 使 


Me (10. 15) 


对 zE 天 ,jE 多 均一 致 成 立 。 
证 明 : 式 (10.14) 在 2 的 任意 紧 致 集 上 一 致 有 界 与 式 (10. 15) 
等 价 是 显然 的 。 当 式 (10. 15) 正 确 时 ， 


Ze tees) i ds = ind] 21f (2)| 


T+ TFC) Td 


21f' (z)| 
< | rT [ldz| < Me — zl 


这 里 7 为 连接 f(z1)、f(zs) 且 全 在 K 中 的 曲线 ,为 /107) ,7 为 从 
zo 到 z 的 直线 段 。 于 是 在 球面 距离 的 意义 下 多- 为 等 度 连续 ,并 且 
球面 距离 是 有 限 距离 ,表明 .多 一 致 有 界 。 依 Ascoli 一 Arzela 定理 ， 
多 为 正规 族 。 反 之 , 当 多 为 正规 族 时 式 (10. 15) 成 立 。 

事实 上 , 若 式 (10. 15) 不 成 立 , 则 在 Q 中 有 紧 致 集 E 和 多 中 的 
序列 {(/.} ,使 maxf; o(z) 无 界 。 由 于 为 正规 族 ,因此 {/.} 中 存在 
子 序列 {f,,), 当 一 oo 时 ,一 了 在 EE 上 一 致 成 立 。 对 正中 的 每 个 
点 ,可 以 有 闭 圆 万 CQ, 在 万 中 或 /为 全 纯 或 天 为 全 纯 。 

如 果 太 为 全 纯 ,那么 在 万 上 有 界 。 注 意 到 { 太 ) 在 球面 距离 的 意 
义 下 收 化, 当 ni 充分 大 时 {f,) 在 万 内 无 极点 。 应 用 维尔 斯 特 拉 其 
定理 知 fio 在 比 万 小 一 点 的 圆 上 一 致 收 伍 于 Ac。 因为 广 c 为 连 


续 函 数 ,所 以 态 v 在 小 一 点 的 加 上 有 界 .同样 ,当地 全 纯 时 , 同 理 知 
在 小 一 点 的 圆 上 有 界 。 而 


| 
和 了 
0 一 广 c 


| 一 
了 


知 扎 oa 在 小 一 点 的 圆 上 有 界 。 考 虑 到 EE 为 紧 致 集 , 于 是 可 用 有 限 个 
这 种 小 圆 覆 盖 它 。 据 此 , 雇 在 E 上 有 界 ,产生 矛盾 。 | 

定理 10.6 设 8 为 域 O 上 的 亚 纯 函 数 族 ,P.Q、R 为 三 个 不 
同 的 点 。 如 果 有 中 的 任意 函数 取 值 于 C*\P,Q,R}) ,那么 多 为 正 
规 族 。 

证 明 : 以 分 式 线性 变换 把 P.Q、R 三 点 变 为 P=0.Q=1、R= 
co。 为 此 证 明 ; 全 纯 函 数 族 中 任意 函数 当 P 头 0.Q 关 1 时 该 函数 族 
为 正规 族 。 也 就 是 ,在 Co 二 C\{0,1} 上 取 值 的 全 纯 函 数 族 成 正规 
族 。 这 只 需 证 明 : 对 2 中 任意 圆 D(z6,a)={z| |z 一 zo | 二 a} 忆 0 中 
多 成 为 正规 族 即 可 ; 且 不 妨 设 zo 一 0。 用 度量 py 乘 以 常数 a( 仍 记 作 
1) ,其 曲率 上 界 为 一 1。 利 用 式 (10.10), 对 任意 f€E.S8 有 

f°’ pz)EA 2) 

推出 


2a 
VA le — |z|’) 


df 
sf) |< 


对 xzED(0,a) 都 成 立 。 
在 Co 中 比较 椭圆 度量 oCw)、y(w), 当 或 w>1 .或 w>0. 或 w 
一 co 时 ， 


(10. 16) 


2 
ow) 1+ |vwl|? 
nrw) a(l 二 |w| (1 十 |w 一 11 1 
[vw | |w—1 | 
故 有 正常 数 M 使 sCw) 志 Mjylw); 依 (10.16), 当 zE D(C0,a) 时 
df 
dz 


>»0 


f*o(z)=o(f (z)) 园 Mnf (z)) 


2aM 
VA(a’— |z|’) 
成 立 , 于 是 了 *o 在 DC(0,a) 的 紧 致 集 上 有 界 , 并 不 取决 于 fE 多 。 根 
据 判 别 法 导出 . 为 正规 族 。 

定理 10.7 如 果 . 多 为 域 0 上 的 全 纯 函 数 族 , 对 .多 中 的 每 个 
函数 , 当 均 不 取 相 同 的 两 个 复数 时 , 则 有 为 正规 族 。 


一 M 广 pz) 委 Mi 一 


241 


10.2 Picard 大 定理 


Picard 大 定理 ” 若 .Fz) 在 D' (0,m)=D(00,r)N0 中 全 纯 , 而 
z 二 0 为 f(z) 的 本 性 奇 点 , 则 f(z) 在 z= 二 0 处 的 任意 邻 域 可 取 到 C 中 
任意 的 值 最 多 去 掉 一 个 例外 点 ; 当 用 任意 一 点 z 蔡 代 z 二 0 时 结论 
不 变 。 

证 明 : 用 反 证 法 。 设 Picard 大 定理 错误 ;不 妨 取 f(z) 在 D'(0， 
1) 上 全 纯 ,f 将 DC(0,1) 映 射 到 的 区 域 不 取 0、1 两 点 ,并 证 明 :z 一 0 
必 为 f(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 ,产生 矛盾 。 


定义 f(z) 二 了 (0 过 |z| 二 1) ,构造 全 纯 函 数 族 . 二 {f,})， 


多 在 Cu 中 取 值 。 应 用 定理 10. 7 知 .多 为 正规 族 , 于 是 在 {f,} 中 有 子 
序列 {f,,) ,其 或 正规 收 伍 或 紧 发 散 。 若 {,) 为 正规 收敛 , 则 {,} 在 
D'(0,1) 的 任意 紧 致 集 上 一 致 收敛 ,表明 有 界 。 尤其 是 在 


|=| 1<1= 汉 上 有 有 界 M, 也 就 是 f(x) 在 |z| 1z| 一 去) 上 有 界 M. 依 最 


大 模 原理 ,f 在 0 二 |z| 二 直上 有 和 界 M, 推 出 z 一 0 为 1(z) 的 可 去 奇 点 。 


之 
n 


当 { 太 ,} 为 紧 发 散 时 , 同 理 可 证 :对 于 =-~0, 子 一 0, 即 广 co; 对 
于 z 一 0,z 一 0 为 f(z) 的 极点 。 

Picard 大 定理 是 Picard 小 定理 的 推广 ,用 于 表述 函数 在 本 性 
奇 点 附近 的 值 分 布 。 应 用 微分 几何 还 可 以 证 明 下 述 的 三 个 事实 。 

如 果 f(z) 二 ao 十 a1z 十 azz? 十 … (a1 关 0) 为 DC(0,r) 上 的 全 纯 沙 
数 且 f 关 0、1, 那 么 r 夺 RC(ao,a1); 这 里 RCao,a1) 为 仅 取 决 于 aokai 的 
常数 。 - 
如 果 f(z)= 二 ao 十 qz 十 azz: 十 … 为 DC(0,r) 中 的 全 纯 防 数 旦 f 关 
0、1, 那 么 对 每 个 0€E (0,1) ,存在 仅 取 决 于 a。 及 9 的 常数 MM(ao,0)， 
使 |f(z)| 志 Ml(ao,0) 对 所 有 |z| 志 97 均 成 立 。 

如 果 f(z) 在 单位 圆 盘 D 上 全 纯 且 (0)= 二 1, 那 么 f(D) 一 定 包 
括 一 个 以 B 为 半径 的 圆 ;这 里 B 为 不 取决 于 了 的 正常 数 。 
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11 多 复 变 函数 


11.1 基本 性 质 


11.1.1 全 纯 函 数 
今 以 C" 表示 复数 域 C 上 的 ” 维 线性 空间 .R" 表示 实数 域 R 上 


的 n 维 线性 空间 , 且 赋 予 它们 自然 拓扑 。 对 z 二 (zi,z2,*… ,zs) EC"， 
| 之 | 一 w [zi 十 | =: [十 … 十 | =。 | 
(7 一 1,2，…,72) 


|z|=max |z;| 
又 以 a.B、… 表 示 非 负 整 数 集 入 的 元 素 组 成 的 ”元 组 为 “一 
(al ya ， ,ar)(oaoiEN)。 取 |al| 一 ai 十 az 十 … 十 asyal! 一 all az! an! 


用 “< 委 8 表示 w 和 而 用 w<8 表示 a<B 并且 aP。 
如 果 aEC"、p 二 (pi,p2，… ,Ps) ,那么 以 a 为 中 心 、 以 8 半径 的 多 


圆柱 是 指 集合 。 
Pla,p)={zEC" 
用 Pla,p) 表 示 Pla,p) 在 C" 中 的 闭 包 。 对 zEC”.a€EN", 令 


ZO ZZ 


[zj—a;|<p;;j=1,2,",n) 


为 方便 ,有 时 将 C 等 同 于 R*、.C” 等 同 于 R” ,于 是 
(Tz,YER",i= V—1,xy;ER) 


| 


Zz 二 ZX 二 iy Zij—=XiTiy; 
对 于 开 集 QCC" 上 的 连续 可 导 复 值 函数 , 命 
至 - 引 站 一 下 | 强 - 汪 | 站 +i 冯 
GE 2 arx; 9y; 9z/ 2 Xi 9y; 
lal 
2 5g(z) 


(D'e) (一 有 09 


车 4、B 为 豪 斯 道夫 拓扑 空间 X 的 两 个 子 集 , 则 用 4CE 表示 
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A 是 在 B 内 相对 紧 致 的 。 一 般 4 表示 4 的 内 点 组 成 的 集 , 有 A 表示 


4 的 闭 包 ,34 一 A\A 表示 4 的 边界 。 
一 个 开 集 2CR" 上 的 无 穷 次 可 导 函 数 构成 的 类 , 记 作 C™ (0) 
称 C™~(Q) 的 每 个 元 素 为 C” 函 数 。 
定义 11.1 设 0 为 C" 中 的 开 集 ,f 为 2 上 的 复 值 郴 数 ， 于 是 称 
在 人 上 为 全 纯 函 数 。 en 均 有 邻 域 六 及 震级 数 


SiC, (z 一 4) = -Se Zi — a1) "(zs — Qo) 2 (Tn, 一 Co) 


aEN” 


对 所 有 zEDU, 则 该 次 级 数 收 敛 于 了 (2)。 记 弦 (0) 表示 Q 上 的 全 纯 孙 
数 的 集合 。 
定理 11.1 若 {c.}sew' 为 复数 集合 ,上 且 对 oj>0 存在 M>0, 使 
对 所 有 aE N 有 
[el orpe* pr EM 
则 级 数 
De (z 一 CD) 


对 |z, 一 | 之 66,0 过 9 一 1) 是 一 致 收 合 的 , 且 导 数 级 数 
DeaDiz—a) (BEN’) 


a€EN” 


也 对 |zj 一 aj| 达 9p;(j 二 1,2,…,n) 是 一 致 收敛 的 。 
全 纯 函数 都 是 无 穷 可 导 的 , 当 f(z) = >)ce(z 一 a)* 时 


c= D"f la) 


定理 11.2 车 /在 QCC” 上 全 纯 , 则 付 一 0(j 一 1,2,… ,nn)。 
定理 11.3 设 02CC” 为 连通 开 集 ,f 在 上 全 纯 。 如 果 f 在 人 
的 一 个 非 空 开 集 上 恒 为 零 ,那么 在 QL 上 f 寺 0。 
实际 上 , 取 E={zE0|D'f(z)==0, 对 所 有 aEN")、 置 E,={z 
EQ|ID*f(z) 一 0}。 因 为 D"f 连续 ,所 以 E。 是 闭 集 ,E 一 门 巨 . 也 是 
闭 的 。 
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当 aeE 五 时 有 一 个 a 的 开 邻 域 和 震级 数 > ce(z 一 a) ;对 
所 有 zEU, 它 收敛 于 jz)。 利 用 定理 10. 1 与 ea6E 五 ,推出 c 一 
工 Drj(a) 一 0。 表明 对 zEU 有 f(z) 一 0; 这 种 对 zEU、aE N" 存在 
Df(z) 二 0, 于 是 UCE, 即 EE 为 开 集 。 

注意 到 2 的 连通 性 ,得 到 请 = 和 ,也 就 是 EE=0Q。 

定义 11.2 设 0 为 Rr 内 的 开 集 、f 为 0 上 的 函数 (或 实 或 复 )， 
称 f 为 实 解析 的 。 如果 对 每 个 a€ 0Q 对 应 一 个 a 的 邻 域 U 以 及 星 级 
数 了 icslz 一 a)" ,那么 对 所 有 <zED, 它 收敛 于 .Frz)。 

柯 西 公式 ” 若 2 为 C" 内 开 集 ,上 为 2 上 的 全 纯 函 数 , 而 a€ 0、 
c= (op ;Ps) (Pp; 之 0) 使 Pla,p)CQ, 则 对 zEP(la,p), 有 

| festa tT 2) -dt 
|5-a|=e 全 
从 柯 西 公式 导出 
D"f(z) 一 cl(2rz)" | ayil (8 — z)) "1d" 


1s-.|=e 


1 
f(z) = Cary 


式 中 
Ad"t = 。。 4d5 dt 


| “| = 15 a| = | 名 a | =p, 


当 了 为 多 圆柱 PC(a,p) 内 的 全 纯 函 数 时 ,级 数 
>， LD"fla) (x — a)” 


对 zE Pla,Pp) 收 钙 于 f(z)。 
假定 9 在 集合 15 一 aj| 二 pj;(j 二 1,2,…,n) 上 为 连续 函数 , 知 


f(z) = | pT C; — zd"e 
lee- 


Declz 一 0 
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这 里 
= | HOL Go) dt 


al- 


此 等 式 可 从 下 式 推 得 
” 本 《zj 一 Qi) 
Ue Dl a 
该 级 数 对 = 在 Pde,p) 的 一 个 紧 致 集 上 并 当 15; 一 a;| 二 pj; 时 是 一 致 
收敛 的 。 


定理 11.4 若 f 为 LQ 上 的 全 纯 函 数 且 Pla,p)CQ, 则 
Df < 
其 中 M 二 ,sup 17 |。 
事实 上 ,记名 一 cj 一 ore ,从 柯 西 公式 推出 定理 11. 4。 
11.1.2 开 映 射 定理 


开 了 映射 定理 ” 若 2 为 C" 中 的 连通 开 集 且 .六 非常 数 ) 是 在 2 上 
的 全 纯 函 数 , 则 /2-~>C 是 开 的 ,也 就 是 上 将 2 中 的 开 集 映射 为 C 
中 的 开 集 。 

证 明 :(1) 第 一 步 。 当 2? 王 1 时 设 0€ 02、f(0) 一 0, 为 此 证 明 
f(0) 是 0 的 邻 域 . 取 p>>0, 使 (zxEC ||z| 委 ojCO 并 对 于 |z|= 
有 f(z) 关 0, 记 6== a 1f(z)| ,推出 ?0 再 取 了 EC、 太 和 FOOD)、 
|W | 过 6, 得 到 

1 
?0 J) =—W 
在 2 上 全 纯 。 由 定理 11.4 知 


1 1 
[WI™ I? 0 Ss? | S51 
导出 |W| 之 336、{WEC |IW1< 记 0)Cf(0)， 
(2) 第 二 步 。 对 于 一 般 情况 , 设 <EQ、 为 a 的 凸 邻 域 且 VC 
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人 ,从 定理 11.3 知 ,flv 关 f(a)。 取 5EU、f(6) 关 f(a); 置 
D={zEC|at+z(6—a) Eu} 

命 g(z) 二 f(a 十 z(6 一 a)) (lzED), 于 是 DD 为 包括 0、1 的 凸 集 且 
g(0) 二 f(a) 关 (6) 一 g (1)。 依 第 一 步 ,g(D) 是 f(a) 的 一 个 邻 域 ， 
从 而 f(U) 沪 gCD)。 

最 大 模 原 理 ” 设 0 为 C0" 内 有 界 连通 开 集 ,f 为 0 上 的 全 纯 函 
数 , 记 M=sup lim|f(8) | (zEQ0)。 如 果 了 不 是 常数 ,那么 对 所 有 
zEN,|f(z)|<M., 

证 明 : 设 M<ce ,在 紧 致 集 只 上 定义 函数 9 为 

gz)= | jz)| 6) =lim| f(z2) | (zE Q) 

gp(z) 在 0 上 半 连 续 , 因此 在 9 上 有 界 。 依 开 映 射 定理 ,f(Q)==U 是 
有 界 开 集 。 因为 f 是 开 的 ,所 以 对 所 有 W € 93U 具有 W 王 limf (z,) ,这 里 
{z/} 是 收 化 于 30 的 某 点 的 0 内 的 点 列 。 于 是 VC{WEC| 丈 | 委 M)。 
而 UV 是 有 界 开 集 ,表明 UC{WEC || 丈 |<M)。 

当 了 在 C" 内 连通 开 集 人 上 全 纯 并 有 aE€Q 时 ,| f(z)| 声 
|f(a) | 对 所 有 zEQ 成立, 这 样 f 是 常数 。 | 

定理 11.5 如果 0 为 C" 内 的 开 集 , {1} 为 0 上 的 全 纯 较 数列 ， 
它们 在 2 的 每 个 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 ,那么 /二 limfi 在 2 上 全 纯 ， 
对 于 a€EN"、{D"f1}) 在 0Q 的 每 个 紧 致 子 集 上 收敛 于 DD"f。 

证 阴 : 设 a€E0.p== (p15P2，"… Ps) 使 Pla,P)CQ, 且 


1 
|z;— aj| < 30 


推出 
f(z) = limfi(z) 


.1 To ld 
= lim Coy | AD 工人 一 oa 
上 一 | 一 


__l 本 cr ig 
~ | OI dt 


《一 4 | 一 4 
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利用 柯 西 公式 ,f 在 a 的 邻 域内 全 纯 。 当 
| aj| 2 
时 ,有 


D*f(z) 1 | Tp -1d 
= Cy OI Gz od" 


al 
5 一 “| =2 


_ 1: 1 ， 一 oj 一 1 n 
= lim carny | OU GT Dd 
|#-a| =e 
. _ D"f,(z) 
lim 一 一 一 一 
21 


{co 


定理 11.6 如 果 多 一 {f} 为 0 上 的 全 纯 函 数 族 , 且 对 任意 紧 
致 集 尺 CN, 存在 M= Mx 之 0 使 对 所 有 zEK、fE. 多 ,有 
f(z)<M 
那么 任意 序列 {fi} (fi1€ 多) 包括 一 个 子 序列 ,它们 在 0 的 紧 致 子 
集 上 一 致 收敛 。 
证 明 : 对 于 aEO.、AE 罗 , 设 >ce(Cfa)(z 一 a)* 一 f(z) 在 a 


的 一 个 邻 域内 成 立 。 应 用 柯 西 公式 ,这 个 级 数 在 一 个 与 上 无 关 的 多 
圆柱 P(a,o) 内 收 伍 。 从 定理 11.4 和 对 有 多 -的 假定 ,存在 c>0 使 


|ceCf sa) | 二 


式 中 7 一 (rir2,… ,7,) 满 足 0<rj<<p;。 于 是 当 {1) 为 F 的 元 素 组 成 
的 序列 时 ,采用 对 角 线 法 可 找到 一 个 子 序列 {f,); 对 ->co、 对 所 
有 vaE WN",c《fi,,a) 收 仑 。 从 而 得 到 {fi) 在 a 的 一 个 邻 域 中 一 致 收 
敛 。 事实 上 , 取 U=Pla,r ) 使 0<<r';<r; 过 pj, 于 是 对 所 有 zEU， 
(fi) — fn S lef — fst) | + 2C, Dr 


lal&N lal>N 
依 且 <， 当 N-co 时 上 式 右边 最 后 一 项 趋 近 于 零 。 进 一 步 , 对 每 个 
0, 当 hk .p>ooN 时 cs (fi — fa) >0。 即 有 
sup [fi (2)—fi, (2) | 一 0 
若 {U0,), 二 1,2,… 为 覆盖 0 的 开 集 序列 ,. 的 元 素 构成 的 任 
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意 序列 ,对 每 个 g 均 有 一 个 子 序列 在 U, 上 一 致 收敛 , 则 对 任意 序列 
到 {ff.) (fi€ 多 ), 采 用 对 角 线 法 可 找到 一 个 子 序列 在 每 个 U。 上 都 
一 致 收 仿 。 该 序列 在 2 的 每 个 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 。 
定义 11.3 一 个 在 连通 开 集 QCC" 中 的 子 集 4 称 作 唯一 性 
集 , 当 任何 2 上 的 全 纯 孙 数 f 在 A 上 为 0 时 f= 二 0 在 Q 上 成 立 。 
定理 11.7 设 {f,} 为 在 连通 开 集 QQ 上 的 全 纯 函 数 序 列 和 4 为 
2 内 的 唯一 性 集 。 若 {f,} 在 0Q 上 一 致 有 界 且 对 所 有 aE€EAh4 使 
{f(a)}) 收 全 , 则 {f,) 在 0 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 。 
证 明 : 如 果 { 记 } 不 在 0 的 紧 致 子 集 上 一 臻 收敛 ,那么 可 以 找到 
紧 致 子 集 KCQ 及 人 {z}) 的 子 序 列 人 vy}、{jp4} 和 56 汪 0, 对 {zs}CK 有 
[fs C21) — fo (zi)| 过 9 
依 定理 11. 6 ,车 有 必要 可 用 人 v4)、{p) 的 子 序列 蔡 代 {v)、{pu) ,于 是 可 
设 ( 廊 (7 在 2 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 ,同时 ze 一 zoE 天 ,表明 : 
|f(lzo) — g(zo)| 宇 6>>0 
另外 ,对 所 有 aE€ A, 利用 {f(a)} 的 收敛 性 知 
fla)—g(a)=limLf, (a)— f(a)]=0 
注意 到 4 是 唯一 性 集 , 故 f 一 g 寺 0, 矛盾 。 
定理 11.8 设 B 为 平面 C 上 的 半 带 形 :a<Re(z)<6bIm(z) 
之 0; 而 02 为 C0”! 中 的 连通 开 集 ,0Q= 一 BX 及 f 为 上 的 有 界 全 纯 
函数 。 如 果 对 于 cE (a,65), 有 
lim/f(e 十 iy,z’) 二 g(z') 
成 立 , 同 时 对 42 的 任意 紧 致 子 集 内 的 z' 是 一 致 的 ,那么 对 所 有 >>0 
的 区 间 zE [La 二 e,b 一 e] 和 人 2 上 的 任意 紧 致 子 集 , 当 y>oo 时 f(z 十 
iy,z') 一 g(z') 是 一 致 的 。 
证 明 : 设 ff 为 上 的 全 纯 函 数 ,其 定义 为 
filz,z')=f (ztil,z’) 
导出 {f1} 为 一 臻 有 界 。 依 假设 ， 
limf (ctiy,z )=g(z') 
表明 
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limfi(z ,2 ) = g(z’) 
在 集合 A 二 {(z,z')EQ|Re(z) 一 c,0 二 Im(z) 二 1} 上 成 立 。 考 虑 到 
4 是 唯一 性 集 , 从 定理 11. 7 推 得 定理 11. 8。 


11.2 解析 开拓 


11.2.1 全 纯 函 数 从 多 圆柱 边界 的 开拓 


如 果 只 为 C 中 的 连通 开 集 且 eaECN2, 那 么 存在 一 个 在 如 上 的 
全 纯 函 数 了 不 能 解析 开拓 到 a 点 ;但 当 % 之 1 时 此 情况 在 C" 内 不 成 
Mo 

定理 11.9 设 P={zE€EC” ||z;| 二 1,n 放 1), 若 V 是 3P 的 一 个 
邻 域 并 使 VY 门 P 连通 , 则 每 个 在 V 上 全 纯 函 数 , 存 在 在 PUV 上 的 
全 纯 函 数 下 使 Fly==f。 

证 明 : 取 s>0, 集 合 4CY ,而 

A={zEC"|1—e<|z|<1,|z;|<1,7>2}U 
{zEC”|1—e< |z;|<1,|z|<1,j¥2} 
命 z' 二 (zz ;zs,… ,zn), 当 |z' | 过 1 时 函数 z1 一 (zi,z') 为 在 环 {zi EE 
Cl1 一 e 之 |zi | 二 1} 上 的 全 纯 函 数 , 结 果 


十 co 


jz ) = DY oz ) zi 


2 一 一 co 


对 所 有 vEz,aslz) 在 P' 二 {|zs| 过 1, |zs| 二 1,…,|z, | 二 1} 上 全 
纯 。 今 当 1 一 e 过 |zs| 过 1、|zs| 过 1、…、|z | 过 1 时 函数 z1->f (zi， 
z') 在 圆 盘 |zi | 二 1 内 全 纯 , 于 是 罗 朗 级 数 不 包 括 = 的 负 宕 次 项 ; 
也 就 是 a,(z') 二 0 对 v0 及 1 一 e 过 |zs | 二 1 成 立 。 根据 定理 11. 3， 
对 v<0.z GPRP 有 ax) 一 0。 记 


f(z) (z EV) 
F(z)=4 ~ 
Daalz D2 (z € P) 


其 中 Da ye 为 在 P 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 伍 的 军 级 数 , 故 为 全 
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纯 ,并 且 在 VNP 的 一 个 非 空 开 子 集 上 等 于 f。 因 为 VN 们 P 是 连通 
的 ,所 以 在 整个 VN 站 P 上 等 于 ff。 


11. 2. 2 Reinhardt 域 


定义 11.4 设 0Q 为 C" 内 的 连通 开 集 , 称 Q 为 Reinhardt 域 ( 简 
记 RO0D; 当 zg 一 (ziyz29 Za) EQN 及 O00, ER 时 (vie ,zze%, 
et 和 有。 

定理 11.10 若 2 为 C" 内 的 Rt 域 , 则 对 2 上 任意 全 纯 函 数 /， 
有 罗 朗 级 数 

Dl a,” (a € 2") 
在 2 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 伍 于 f, 且 a 是 由 唯一 确定 的 。 

证 朋 : 关 于 唯一 性 。 设 点 wEQ, 其 坐标 为 Cw,twss*… ,vw) 
(wj 关 0) ,级 数 》\aoz" 在 Q 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 化 。 取 zj 二 wje”， 
再 乘 以 exp[ 一 zx(b ob 十 … 十 0)] 并 逐 项 积分 ,得 到 

exp[ 一 zag0 十 az0 十 … 十 ob)]d0d0…d0， 
关于 存在 性 。 注 意 到 若 
D={zEC"|r<|z;|<R;,0<r,<Rj;j=1,2,.",n) 
和 ff 在 D 上 全 纯 , 则 依 单 复 变 函数 理论 得 到 了 的 一 个 罗 朗 级 数 展 
开 式 。 
设 wEQ、 对 e>0 充分 小 ,由 于 为 Rt 域 ,因此 集合 
Dlw,e)={zEC" ||wil —e<|z;|<|w,|+te} 
包括 在 Q 内 。 当 DD(w,e) 为 具有 上 述 D 形式 的 集合 时 存在 罗 朗 展开 式 
Daslw)z" = f(z) z € Dlw,e) 
a€ 2” 
它 是 在 w 的 一 个 邻 域内 一 致 收 伍 于 f 的 。 今 如 果 有 :w'ED(w,e) 
及 了 aslw')z"(a E 2Z") 是 对 应 于 w' 在 集合 DCw ,e)CQ 中 的 展 


开 , 那 么 唯一 性 表明 ae.( 吧 ) 一 ao(rw' )。 
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对 所 有 aE 2', 函 数 w>aslw) 在 Q 上 为 局 部 常 值 。 由 于 0 连 
通 , 因 此 as(w)==a, 与 w 无 关 ; 但 级 数 2va。 xz“ 在 2 的 任意 一 点 的 


邻 域内 一 致 收敛 于 /zz)。 结 果 当 = 在 人 的 任意 紧 致 子 集 时 级 数 一 
致 收敛 于 jz)。 
设 人 为 Rt 域 。 若 对 每 个 JE [1 四 ,存在 点 xzE0, 其 第 7 个 坐标 
为 零 , 则 在 内 的 任意 全 纯 函 数 了 允许 有 一 个 展开 式 
f(z) = Da x (a € 2") 


它 在 2 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 。 

如 果 2 为 Rt 域 且 当 对 每 个 jE [1,nj, 有 点 zEQ, 其 第 ;个 坐标 
为 零 , 那 么 在 0 上 的 任意 全 纯 函 数 f, 存 在 集合 

w= { (piz1, P22 °° ,pazn) | O00 ESE], zi, 22 1) EN) 
上 全 纯 扩 充 玉 ; 即 有 一 个 在 w 上 唯一 的 全 纯 函 数 记 ,使 fF1o==f 

取 f 全 纯 于 

rr 之 |zi|? 十 |zz|: 十 … 十 |z; |: 过 R。 (0<r<Ro) 

结果 j 了 可 全 纯 扩充 (开拓 ) 到 |z: | 十 |zz 十 … 十 |z。| 2 一 尺 。 

现 有 aE€C”"。 考 虑 对 子 集 (UU, 放 ,而 U 为 C" 中 的 开 集 上 a€EU、f 
为 U 上 的 全 纯 函 数 ;两 个 对 子 集 (U ,了 )、(V ,g) 称 为 等 价 , 当 有 a 的 一 
个 邻 域 WCVNU ,使 flw==g |w。 此 等 价 关 系 的 一 个 等 价 类 称 作 在 a 
点 的 全 纯 函 数 芽 。 如 果 不 发 生 混淆 ,那么 可 用 一 个 表达 该 等 价 类 的 天 
数 来 等 同 这 个 等 价 类 。 将 一 个 在 a 点 的 芽 f, 在 a 点 的 值 记 作 f(a), 同 
时 f 的 任意 阶 ( 次 ) 导 数 在 a 点 的 值 也 有 明确 的 定义 。 

以 C, 表示 所 有 在 a 点 全 纯 函 数 芽 的 集合 ,2 成 环 .。 层 OQ= 
US.(aec),fed, 时 存在 映射 p:O>C” 定义 为 p(/) 二 a。 今 


在 如上 定义 拓扑 : 设 f.€ECO 且 对 子 集 (U ,让 是 定义 f, 的 。 令 
N(U,f)= (fbEU)} 
式 中 _f 为 依 对 子 集 (U ,了 f) 所 定义 的 在 5 点 的 芽 。 当 (U ,用 遍历 所 有 
定义 f。 的 对 子 集 时 ,所 有 集 N(U ,让 组 成 f。 的 邻 域 的 基本 系 ,于 是 
称 信 为 C" 上 的 全 纯 函 数 芽 层 。 
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定理 11.11 映射 p :C-~C" 为 连续 的 。 

实际 上 , 设 f.E€O, 有 p(f) 一 a。 当 V 是 a 的 一 个 邻 域 且 (UV， 
让 为 定义 ff 的 对 子 集 时 pCN UNV,f)CV。 

定理 11.12 定义 上 述 拓 扑 之 后 就 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 。 

证 上 明 : 设 /gEOC(fs 关 8g6), 当 p (fo) 了 关 plgs) 时 可 以 找到 在 C” 
内 的 分 别 包括 p(f,)、p (lg) 的 不 相交 开 集 02、02,, 于 是 p71 (0,)、 
Pp (02,) 为 分 别 包括 f;、gs 的 不 相交 开 集 。 

车 p(fo) 二 plgo); 则 fo、gsE€O。 取 (Uf)、(UV',g) 分 别 为 定义 
fgs 的 对 子 集 以 及 V 是 a 的 一 个 连通 邻 域 而 且 VCUT 阁 U' ,表明 
NV ,有 .NCV,g) 是 不 相交 的 。 事实 上 ,如 果 zEN(V, 有 站 NCOV， 
8), 那 么 f 和 g 在 p(x) 的 一 个 邻 域 相同 ; 依 V 的 连通 性 , 故 f 二 g 在 
V 上 成 立 ;尤其 是 f= 二 gs 导致 与 假设 矛盾 。 

定理 11.13 映射 p :C-~C" 为 局 部 同 胚 , 即 对 所 有 xE@ 有 一 
个 邻 域 N 使 pl» 是 同 胚 于 C” 的 开 集 。 

证 明 : 如 果 zEfs.N==N(U, 了 有), 式 中 (UU, 有 ) 定 义 f,., 那 么 
PCN) 二 U。p|w 的 道 定义 是 依 5->f,(5EU),fs 如 同 前 面 表述 的 
(DU, 了 定义 的 5 点 的 芽 所 给 出 的 。 

定义 11.5 豪 斯 道夫 拓扑 空间 X 称 为 ( 实 )n 维 流 形 , 如 果 X 
的 每 个 点 存在 一 个 开 邻 域 同 胚 于 R”" 内 的 一 个 开 集 。 

取 XX 为 n 维 流 形 、X' 为 豪 斯 道夫 拓扑 空间 。 称 连续 映射 p:X' 
一 XX 为 局 部 同 胚 ,如 果 对 每 个 点 a' EX' ,存在 a!' 的 一 个 开 邻 域 U' 使 
p(U') 在 XX 内 是 开 的 且 p|, 为 到 p(U') 上 的 同 胚 ,注意 这 时 XX' 自 然 
带 有 一 个 流 形 结构 。 

车 p:X' 一 XX 为 局 部 同 胚 , 则 称 (X' ,zz,X) 为 一 个 和 上 的 ( 非 分 
支 ) 域 。 当 zp 可 表述 清楚 时 称 X' 为 X 上 的 域 。 

命 p:X' 一 XX 为 一 个 X 上 的 域 .Y 为 一 个 豪 斯 道夫 拓扑 空间 ， 
了 :Y 一 XX 是 连续 映射 ;f 到 X' 的 提升 为 连续 映射 站:Y 一 X' 使 p。 六 
=f。 

定理 11.14 设 Y 为 连通 的 ,1、f; :Y 一 X' 为 了 的 两 个 提升 。 
若 对 点 yoEY 存在 f(yo) 二 f(yo), 则 所 三 玫 
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证 明 : 设 E 二 {y€EX|f1(y) 一 f(y))。 显 见 E 是 闭 的 、 非 空 的 。 
如 果 对 a EY, 且 6 一 (a) 二 fz(a), 又 取 U' 为 6 的 一 个 邻 域 使 |w 为 
到 X 的 一 个 开 集 U 上 的 同 胚 ,又 取 V 是 a 的 一 个 邻 域 使 六 4V)、 
fAV)CU' 而 f(V)CU ,那么 


fi =(p| ) .f=f; 
7 vy Vv 


表示 瓦 是 开 的 。 考 虑 到 Y 的 连通 性 ,有 E=Y, 即 /二 f,。 

定义 11.6 设 X 为 豪 斯 道夫 拓扑 空间 。X 内 的 一 条 弧 为 连续 
映射 ”7:1 一 久 (I1= 二 [0,1]CR),X 内 的 一 条 围 线 是 弧 7 满足 7(0)= 
7Y(1)3; 对 一 条 弧 y,7(0) 称 其 为 起 点 .YX(1) 称 其 为 终点 。 

单 值 定理 ” 设 1 一 [0,1] 与 p:X' 一 了 XX 是 上 的 一 个 域 ,a€ XX、 
a' Ep 1(a); 取 下 :TXI>X 为 连续 映射 使 对 所 有 wuEIT, 有 (0,w) 
二 a; 对 所 有 wuE1T, 令 7 为 XX 内 的 弧 t->F(t,u)。 

车 对 所 有 uE7T, 存 在 从 7Y, 到 X' 上 的 提升 7', 使 Y',(0) 二 a', 则 依 
(ty,U) 一 7Y',(t) 定 义 的 映射 

F':IXI>X! 


是 连续 的 。 

特别 是 , 当 玉 (1,w)==6 与 ET 无关 时 FF'(1,w)= 二 6'。 

证 明 : 取 wtoE1T。 为 证 F' 在 (to,wo) 内 连续 ,采用 如 下 方法 进 
行 。 设 {U1,0',,… ,U's} 是 7 (7T) 的 有 限 开 覆 盖 , 其 使 pj 二 p|w 为 
到 UjCX 上 的 同 胚 ; 设 0=w 过 …< 之 rs 二 1 是 了 的 一 个 分 割 , 当 二， 
<t<tjy 时 7 (EUV'j; 设 e>0, 当 |u 一 ww|<er 1<tSrj 时 7.(2) 
EU,, 于 是 当 zE[rjiyTj\|u 一 wo | 过 e 时 XY) 一 p 1oF(u,t)。 事 
实 上 ,Xt>p7! ot) 为 :一 F(t) (to 志 t 志 +1) 的 两 个 提升 ,其 
在 上 一 0 处 均 为 a' ,利用 定理 11. 14 知 

Y= pr! oF Cu,t) 
今 假定 已 对 某 个 jE[1,p) 证 明了 当 7z_1 志 1 才 Tj、|u 一 ww | 二 e 时 
Y=p7! oF (u,t) 
显然 7 (5) 二 pi oCwosT)) 一 pF(uosT)。 进 一 步 ,py*。 
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(wt) boRCayr) 为 zsr)、 12 一 | <e 的 两 个 提升 , 它 


们 在 u==w, 处 重合 ,再 依 定理 11. 14 得 7',.(2)=pih °F(4,t), 当 过 
tTj41、|4 一 ws| 过 e 时 成 立 。 由 归纳 知 , 对 于 z_1 寺 t7、|u 一 wu | 
< 之 e(j 二 1,2,…,p), 有 
F’' (ust)=7 (=p)! oF (u,t) 

从 此 推出 :对 任何 :E17,F' 在 (z,w。) 内 连续 。 

定义 11.7 设 庆 :X' 一 X 为 和 上 的 域 。 如 果 对 每 个 点 a€ 叉 、 存 
在 一 个 邻 域 U0, 使 ;1(U) 是 开 集 U'; 的 不 连通 和 (disjoint union ) 而 
且 对 每 个 j,plv 是 到 U 上 的 同 胚 , 故 称 请 为 一 个 覆盖 (映射 ) 。 

定义 11.8 流 形 X 称 为 单 连通 ,如 果 它 是 连通 的 并 且 对 每 条 
围 线 7Y:7 一 X(GT 一 L0,1]) 有 连续 映射 已 :7X7 一 碟 , 使 

Fl,0)=7() F(t,1)=7(1)=7(0) (对 任何 :€ 六 

F(0,u)=F(1,u)=7(0) (对 任何 w€7) 

定理 11.15 若 p:X' 一 XX 为 覆盖 映射 ,有 是 a'€X’'.a=p(la’)， 
则 对 任意 弧 :7 一 X; 对 7Y(0) 一 a, 有 提升 7 :I 一 X';7Y'(0) 二 a'。 

证 明 : 找 到 7 的 点 0==to<t 过 …<ts 二 1 及 开 集 U ;CX 使 对 坊 委 
ttj41(j 二 0,1,2,…,p 一 1) 有 

YC EU, 

记 “(Uj)) 二 UV'; 为 不 连通 和 并 对 每 个 i, pj 一 p | vj 是 到 U; 上 的 同 胚 。 

当 刀 tt 时 定义 YC) 一 pa17Q) ,这 里 i 的 选取 使 < EU',, 若 
7 已 对 fEL0,tjjG 二 zp) 有 定义 , 则 对 1ELsj,tj41j] 定 义 7 (41) 二 
Pj YQ) ,其 中 的 选取 使 7Y' (2;) EU;。 

依 定理 11. 15 知 , 当 p:X' 一 XX 为 覆盖 映射 且 X、X' 连 通 而 xX 为 
单 连 通 时 这 是 一 个 同 胚 。 

定理 11.16 车 p:X' 一 XX 为 XxX 上 的 域 ,X、X' 连 通 , 则 p 为 覆盖 
映射 当 且 仅 当 对 任何 a' EX'、a 一 pCa ) 以 及 任意 弧 7Y:I>XX, 同 时 
7Y(0)= 二 a 有 提升 7 :I 一 X' 而 XY'(0) 二 a'。 

实际 上 ,因为 所 有 aE€X 存 在 一 个 邻 域 U 同 胚 于 R" 内 的 一 个 
凸 集 ,所 以 UU 为 单 连 通 。 利 用 单 值 定理 .定理 11.15 即 得 结果 。 
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定理 11.17 设 娟 :X' 一 X 为 覆盖 映射 ,了 为 单 连通 流 形 ,f:Y 
一 X 为 连续 映射 。 如 果 wE 闷 且 po) 一 < 一 /oo)CxEyY) ,那么 了 
为 提升 广 :Y 一 X' 并 有 f(y0) 二 a'。 

可 取 Z=YXX',Y={(y,T)EZ| fy)=pr)) TY 一 了 
为 映射 (y,x') 一 y。 可 以 断言 :x:Y'>Y 为 覆盖 映射 。 事实 上 , 设 y 
EY,f(y) 一 zx,U 为 z 的 一 个 邻 域 使 p-'(U) 二 Ur' 成 为 不 连通 


和 ,并 且 户 一 户 | ,是 到 [上 的 同 胚 。 设 Y 是 Y 内 y 的 一 个 邻 域 ,有 
fA(V)CU, 于 是 zr '(V) 二 V's; 式 中 V' ,= {yx )EZ1x = 一方 1 


f(y),yEV}) 是 从 V 到 X' 内 的 连续 映射 p71°f 的 集 ,。 显 见 x 
Y 上 的 间 胚 。 
若 Y, 是 史 的 包括 (yova' ) 的 连通 分 量 , 则 x| 为 覆盖 映射 因 


,是 到 


为 Y、Y'。 连通 又 Y 单 连 通 ,由 定理 11.15 知 wo 一 x |， 为 同 胚 。 当 zx 
是 从 Z 到 X' 内 的 映射 (y,x') 一 xz 在 Yo 上 的 限制 时 可 置 
f(y)=r eo ral(y) 

当 0Q 为 C" 内 的 单 连通 域 和 了 是 2 上 的 全 纯 函 数 且 无 处 是 零 时 
在 Q 上 存在 全 纯 钞 数 g 使 ce 一 了。 

实际 上 , 设 C* 二 C\{0}。 映 射 p:C 一 C* ,p(z) 二 e" 为 覆盖 映 
射 , 依 假定 了 为 映射 : 0 一 C" , 依 定理 11.17 知 有 连续 映射 g: 0 一 
C, 取 f= 二 p "8 一 6 , 显 见 当 了 全 纯 时 8 也 全 纯 。 

定理 11.18 设 多 圆柱 已 ={zEC" ||zj 一 aj| 达 p;}。 当 有 a1、 
give 在 已 上 全 纯 并 符合 


381 284 ， 
az Bz; (j.kE [1 ,1 1) 


时 在 P 上 存在 全 纯 函 数 了 使 


af _ 
az, 81 


(j=1,2,° ,nn) 
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成 立 , 且 了 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 的 。 
证 明 : 唯 一 性 是 显然 的 。 只 需 证 明 存在 性 ;应 用 归纳 法 。 当 “一 
1 时 在 已 上 


gi1(z) 一 D(z — a)’ 
v=0 


取 了 (z) = 2 Fi ac+1 
设 对 C"! 的 情况 也 成 立 , 记 


oo 
Bn 一 > CE 
=0 


co 
Cy(Z1 Tas" ,Tn—1) vt+1 
f, >， 之 


| vy 十 1 
af, a9fn,. 
于 是 5 Eno 令 有 hj 二 gj 一 dz; (二 1,2,"…,n), 有 
ham 
到 一 了 (jEkEL1,n]) 


因为 所 二 0, 所 以 3 一 0G 一 1,2，esz 一 1) 表明 忆 与 z, 无 关 。 依 归 
纳 法 假定 ,有 在 
Po 一 {zEC | |z;—a;l <p;,j=1,2,. ,nC—1)} 
上 全 纯 , 同 时 
ye 一 


gj 7 
取 f==fo 十 ff 即 为 所 求 。 
定理 11.19 设 2 为 C" 内 的 单 连通 域 , 给 定 品 上 的 全 纯 函 数 


g1\82、…… go 使 


98; 9g8k . 

3 — Bz CkEL1,n]) 
于 是 在 2 上 有 全 纯 函 数 ,使 

9 

a, (j=1,2,.,n) 


证 明 : 设 作为 C" 上 的 全 纯 函 数 的 芽 层 2:C-~C" 为 投影 , 直 积 
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CO 一 OXOX… XE 是 所 有 (91,92，… ,9;,) 适 全 Pl91) 二 p692) 二 … 
一 

二 pl9,) 的 元 素 组 成 的 子 集 ,这 样 p 定义 了 映射 +:2O" 一 C", 它 是 局 

部 同 胚 。 


设 X= 和 (p19 EC" | 演 =- 险 修 &E [1,nj), 则 Xo 
为 2" 中 的 又 开 又 闭 的 子 集 且 x| ,一 mo 是 从 X。 到 C" 内 的 局 部 同 胚 。 


设 VC 一 X 为 映射 xz 一 ((g1)s,(g2):，… (gw):), 这 里 (gj;); 表 
示 函 数 gj 在 z 点 的 芽 , 令 匀 =y(0), 则 yy 是 从 Q 到 上 的 同 胚 , 尤 
其 是 X 为 单 连通 时 
映射 7:C 一 Xu。 的 定义 是 : 
ax| faf 


af | 
So BE ” (92, 上 


azi 
式 中 a 表示 a 点 的 芽 。 为 此 证 明 7 为 覆盖 映射 。 实 际 上 , 取 (Cpuypx， 
PErnla)CXoCaEC ,pao) 为 多 圆柱 ,mm 9. 在 
| 取 f 为 pl(a,p) 上 的 全 纯 


函数 而 区 二 一 9 在 (avP) 上 成 立 。 如 果 U={(p16,92，* ,p16) IbE 
pla,o))} ,那么 91(U) 的 每 一 个 连通 分 量 V 形 如 NCpCa,), 户 ), 这 
里 所 =f 十 cl(cEC), 显 然 7| 同 胚 于 局 。 


设 X' 为 站!'(X) 的 一 个 连通 分 量 , 于 是 7:X' 一 XX 为 覆盖 映射 ， 
X' .XX 连通 。 利 用 定理 11. 15 知 7 为 同 胚 。 
今 定义 2 上 的 全 纯 函 数 f 为 f(z) 等 于 芽 7-1oy(z) 在 z 点 的 值 ， 


.EX' 使 pC1 =z, 显 见 3 一 gj(j 一 1,2,… nn)。 


定理 11. 20 设 X 为 豪 斯 道夫 拓扑 空间 且 存 在 开 集 可 数 基 ,Y 是 
连通 流 形 。 设 有 连通 映射 站:Y 一 X。 且 对 任何 zEX,f-1(z) 为 离散 
的 , 即 对 任何 a€ 广 :(z), 在 7 内 有 a 的 一 个 邻 域 过 ,使 mn -ICz) 一 
{a) ,于 是 Y 有 开 集 可 数 集 。 

显然 © 的 任意 连通 分 量具 有 可 数 基 。 
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定义 11.9 设 p:XC* 为 C" 上 的 域 . 连续 函数 /:X 一 C 称 为 
(关于 p) 全 纯 , 如 果 对 每 个 a€EX, 存 在 a 的 一 个 邻 域 U 使 


(1) | ,是 到 开 集 VCC" 上 的 同 肘 ; 


(2) 丽 数 /。(p| )-: 在 了 上 全 纯 。 
定义 了 的 导数 D"f， 
Df op| DO 9 

式 中 UU 同 (1); 等 式 右 边 的 导数 是 对 V 上 也 数 而 定 。 

定义 11.10 设 p:X>C"、p':X' 一 C” 分 别 为 C"、.C” 上 的 域 。 
连续 映射 x:X->~X' 称 为 全 纯 , 如 果 对 任意 开 集 Y'CX', 己 在 了 上 全 
纯 , 困 数 户 。x 在 x '(V') 上 全 纯 。 

取 2 为 C" 内 的 连通 开 和 集 、f 为 人 2 上 的 全 纯 函 数 ,p :X 一 C” 为 C” 
上 的 连通 域 。 如 果 有 一 个 全 纯 映射 v:Q->X 和 久 上 的 全 纯 函 数 g, 使 

(1) .zx 为 从 如 到 C" 内 的 内 射 ; 

(2) g ou=f; 

那么 称 f, 可 解析 开拓 到 XX。 

定理 11.21 设 p:X>C"、p':X' 一 C” 分 别 为 C".C” 上 的 域 ， 
而 芝 连通 旦 fg:X 一 X' 是 两 个 全 纯 上 映射 。 若 f==g 在 X 的 一 个 非 
空 开 集 上 成 立 , 则 Fe。 

证 明 ; 设 已 为 集合 (ceEX) ,f=g 在 a 的 一 个 邻 域 中 成 立 .显然 
E 是 开 的 , 现 证 明 它 是 闭 的 ,从 f= 二 g 在 上 成 立 知 f==g 在 上 成 
立 。 取 bEE 及 

yo=f(6)=g(6) 


命 V 是 ye 的 一 个 开 邻 域 使 户 | 是 到 C” 的 一 个 开 集 W 上 的 同 胚 。 设 
U 为 6 的 开 邻 域 ,而 户 | ， 同 胚 于 C" 内 的 一 个 多 圆柱 p 并 有 UC /1(V) 


Ng 0), 则 p'。 fo。p 7!'、p'。g。p ! 均 为 从 P 到 W 内 的 全 纯 映射 ， 
并 在 开 集 p (ENMNU) 上 相同 ,由 5EE, 即 pC(ENMNU) 非 空 。 结 果 
p'*f op !' 二 p'。 gr p !' 在 P 上 成 立 , 由 于 p/ ， 为 同 胚 , 推 知 f==g 在 
U 上 成 立 , 即 VC 无 。 注 意 到 2E 五 , 知 五 为 闭 的 。 
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定理 11. 22 ”对 C" 内 连通 开 集 2 上 的 每 个 全 纯 函 数 .存在 一 
个 连通 域 p:X 一 C" 及 一 个 了 到 X 的 解析 开拓 具有 下 述 性 质 : 

对 任何 连通 域 p':X' 一 C" 与 了 到 X' 的 解析 开拓 gg' ,有 全 纯 映 
射 o:X' 一 和 使 六 "9 一 户 、 了 9 一 广 。 

事实 上 , 设 X 为 包括 大 的 @ 的 连通 分 量 (cEO), 广 是 了 在 a 
点 定义 的 芽 ; 设 p:X>C” 为 从 到 C” 的 投影 在 和 上 的 限制 。g:X 
一 C 定义 是 :g(k,.) 等 于 k, 在 z 点 的 值 (&. 是 在 z 点 的 芽 ); 设 u:0Q 一 
C 为 映射 ,ulz) 一 了 为 在 z 类 的 芽 。 显 见 w 连续 。 依 0 的 连续 性 知 
u()CX, 故 有 映射 x:Q2>XX, 而 从 Q 到 C”" 内 的 内 射 g。v 一 了 

车 p':X' 一 C" 为 C" 上 的 另 一 个 连通 域 ,w :00>X' 及 g':X' 一 C 
定义 了 了 到 和 的 一 个 解析 开拓 , 则 定义 护 和 一 和 是 : 

设 x EX'a' 二 p' (zx'),U' 为 xz’ 的 一 个 邻 域 且 p' 将 其 同 胚 映射 
为 C" 的 一 个 开 子 集 U0 ,在 U 上 命 h 一 g。p' 1!1。 取 glx') 为 h 在 a' 的 
芽 , 由 于 X' 连 通 ,因此 给 出 连续 映射 p:X' 一 ,显然 p(wu' (0))CX; 
因 X' 连 通 , 于 是 可 给 出 映射 p:X' 一 成。 


11.3 次 调和 函数 


11.3.1 次 调和 函数 性 质 


定义 11.11 设 避 为 C 内 的 开 集 。 如 果 Vs 一 0, 那 么 称 z 为 0 
内 的 调和 函数 。 
定义 11. 12 设 ; 为 0 上 的 实 值 汉 数 (s 关 十 2o)。 如果 对 任意 U 


CQ, 存 在 
s(z)<sups(&) (ZEU) 

那么 称 极 大 值 原理 对 s 成 立 。 

定理 11.23 极 大 值 原理 对 0 上 任意 实 调 和 函数 成 立 。 

定理 11.24 如 果 对 任意 二 阶 ( 次 ) 连 续 导 数 的 实 值 函数 有 
Vu 之 0, 那 么 极 大 值 原理 成 立 。 

证 明 :只 需 讨 论 vsx>0 的 情况 。 取 
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ue(z)=ulz)telz|’ 


推出 
Viue = Yuit+4e>0 


于 是 
ulz)=limu(z)<lim[supu(t) |=supu (ll) 
Ee—"0 e+0 “CEar7 《E at 
设 Vu>0 在 上 处 处 成 立 且 wa)>supw(t)(aEU); 对 UC 
人 2, 设 supu(z) 一 ulzo), 有 zoEU 及 函数 
g(t)=ulzo,t) 

在 上 一 和 %(zo 一 Zo 十 zyo) 有 极 大 值 

了 dz 

Fy (20) = di8 (Yo) 


=lim [Lg Cyoth)—2gCy0) +g Cy —h) IO 


2 
同 理 , 字 zu(zo)<<0, 表 明 Vu(zo) 志 0, 导 致 巴 盾 。 
定理 11.25 设 cEC.o>0 以 及 对 |z 一 a|<p、0<6 委 2r。 若 
pot =) ] 


pe — (z—a) 


1 
Pz,0) =—Palz,0)—Re| 


则 PCz,0) 宇 0 并 且 当 h(0) 为 h(0) 二 h(27) 的 连续 孙 数 时 对 zo 二 a 十 
pe ,有 
lim| Pez,0hC0)d0 = hc0,) 


此 极限 关于 0 是 一 致 的 。 
证 明 : 假 定 z 王 0.o=1.A(0) 一 p(e2) , 式 中 op 在 |=| 一 1 上 连续 。 
今 
_11—|z| 
Paulz,0) 31 zl 


x x id 
| Poz,0)d0 =Re[ 去 | e 二 sdg] 
0 


2rJ。 ez 一 
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_ 1 1 2E— zl 
=Relaa | 2 dg | 1 
当 |z| 过 1 时 


工 一 | Pz,0)hC0)d0 — C0,) 


= | Pz,0) [pe") — yle%)]do 
取 e>0 知 有 5>0, 当 |e* 一 e%| 过 6 时 
| gle*) — 9le'%) |<e 
故 因 卫 宇 0, 得 
IT| 去 e| PCz,0)d0 十 2M|P(z,0)d0 
4 


27 
式 中 4 一 le’—e® |>6.M=sup | 9(e") | 。 依 | Plz,0)d0 一 1 及 
1 1—|z|? 


2x |e*—z|? 


推 知 :车 |z 一 e%| 一 0, 则 P(z,0) 在 A 上 一 致 趋 近 于 零 . 由 lim | 了 | 


魏 e, 并 考虑 到 se>0 的 任意 性 ,表明 结论 正确 。 
应 用 定理 11. 25 知 :每 个 调和 函数 为 (z,y) 的 实 解析 函数 ;并 


Plz,0)= 


且 
车 在 Q 内 调和 (a€0), 而 
{zEC ||z—a|<p} CN 
则 对 |z 一 a | 过 p ,得 
ul(z) 一 | Psua 十 pe*)d0 
v(z) 一 | Pls,0uka 十 pe*)d0 
是 全 纯 函 数 


1 27 pe’ 十 (z 站 a) 
2rJo pe 一 (z— a) 


在 |z 一 a|<p 内 的 实 部 , 即 为 调和 的 。 
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ula 十 pe”)d0 


定义 11.13 设 z 为 从 QCC 到 RU{ 一 co} 内 的 映射 , 且 
u( 人 2) 关 一 吕 , 称 wu 为 上 半 连 续 , 当 对 所 有 aEQ 时 
Hmu(z)<ula) (z 天 a) 
定义 11. 13 的 等 价 定义 是 : 当 任 何 a€ R 时 在 Q 中 集合 {<ED| 
zx(z)<<a} 为 开 集 。 
注意 若 为 上 半 连 续 , 则 其 在 每 个 紧 致 集 KCQ 上 有 上 界 。 因 
为 KK 是 包括 在 开 集 {zE Qulz) 过 v} 的 增 序列 之 和 集中 ,所 以 其 必 
在 某 个 之 中 。 
定理 11.26 若 w 在 Q 内 上 半 连 续 且 有 上 界 , 则 有 一 个 2 上 的 
连续 函数 的 序列 {uw}) 使 w(z) 对 所 有 zEQ 递减 到 u(z)。 
证 明 : 记 ws(z) 一 sup{u(6) 一 k|5 一 z|}、M—supu(t)。 对 所 有 
z 人 QQ 存在 ui(z)E( 一 co, 十 oo0), 得 
ur(z)ulz)—k|z—z|=u(z) 
由 于 序列 x(5) 一 &18 一 z| ,因此 当 增 加 时 递减 ,也 就 是 ws(z) 对 每 
个 z 递减 。 进 一 步 , 当 z、z’ EQ 时 对 任何 EEQ， 
uz)ult)—k|E—z|ult)—k| Ez’ |—k|z—2’ | 


导出 

ua(z)Purlz’ ) 一 下 | z 一 2 | 

[ui C2) —us(z’) |SR|z—2’ | 
所 以 在 Q 上 wi 连续 。 

为 证 明 当 &->co 时 有 zi(z)-2z(z)， 假 定 xz(z) 盖 一 co。 取 es>>0 及 

人 一 tzEDlx(z)<x(Cz) 十 se)502 为 = 的 一 个 邻 域 ,其 包括 |z 一 
z| 二 6。 取 满足 M 一 k6 过 ul(z), 则 uCz’) 一 &|z’ 一 z| 志 uu(z’) 过 
ulz) 十 e 对 z' Ef2 成立 。 男 外 uCz') 一 &|z' 一 z | 二 MM 一 k6< 二 u(z)， 
当 z' 苹 人 2 时 之 bo 时 成 立 , 也 就 是 对 于 k 宇 ko yu(z) 志 wi(z) 过 ulz) 十 
e, 表 明 当 &->~co 时 xz)- 一 xz)。 如 果 x(z) 一 一 co、c 盖 0, 那 么 

={z EN|u(z)<—e)} 
包括 |z' 一 z | 二 6, 于 是 如 前 述 假 定 ， 

Ui(z)max(—c, MO—&k6) 
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结果 当 &->coe 时 zk(z) 一 一 co。 
定义 11. 14 设 开 集 QCC.u 为 0 的 上 半 连 续 函 数 且 在 2 的 每 
个 连通 分 量 上 x 雪 一 co , 称 * 是 次 调和 函数 ,如 果 满 足 : 


对 于 任意 开 集 UCQ 及 任意 5 上 的 实 值 连续 函数 h(h 在 U 上 
调和 ), 当 w(z) 太 A(z) 对 任何 zE9U 成 立时 w(z) 志 hh(z), 则 对 任何 
zEU 也 成 立 。 

换 名 话说 ,对 于 任意 开 集 UCQ 及 任意 在 U 上 调和 的 实 值 函 
数 疡 , 极 大 值 原理 对 zx 一 产 成 立 。 

定理 11.27 若 x 在 开 集 QCC 上 次 调和 , 则 

(1) 集合 {fzEQ|u(z) 二 一 品 } 不 包括 非 空 集 ， 

(2) 当 aEO.o>0 使 !zEC ||z 一 a| 志 p}CQ 时 

| laa pe?) |d9 一 十 co 
证 明 :(1) 设 结论 不 成 立 。 这 样 存 在 cEQ、.o>0 使 
K={zEC | |z—a | 志 p} CQ 
并 有 zuoE 天 使 x(zo) 盖 一 co .wx(z) 一 一 co 在 3K 的 某 个 非 空 开 子 集 
上 成 立 。 取 {zu) 在 KK 的 一 个 邻 域 上 递减 地 趋 近 于 xz。 仿 
hi(z) 一 | Pseuuda 十 oe“)d0 


表示 及 在 玉 上 连续 .在 六 上 调和 。 当 zEaK 时 ,hi(z) 二 ws(z) 之 u。 
依次 调和 函数 定义 

| u (zo0) hi (zo) 
从 us 递减 地 趋 近 于 w 和 Pss(zo,9) 是 正 的 知 


二 2r 
一 ce 之 u(z0) 魏 limh (zo) 一 | 已 。(zoyg)z(a 十 pe)db 


该 式 与 假定 u(a 十 pe”)== 一 对 9 在 [0,2"j 的 一 个 非 空 开 集 上 成 
立 矛 盾 。 

(2) 设 天 = 一 (zE|1z 一 a| 委 po)CO,(w) 为 在 玉 上 递减 地 趋 近 
于 zx 的 连续 函数 序列 "M=supui (z)。 这 样 对 任何 zE KK ,wlz) 夺 MM 
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成 立 。 置 
好 一 min(z 0) ,又 取 zoEK 为 u(《zo) 放 一 2 的 点 ;类似 于 (1) 的 证 明 
ul(zo) 三 | Pisco bua 十 pe*)d0 
过 MC* 十 | Pao ur 十 pe)db 
这 里 C* =sup2rPar(z0,0). 车 记 w = 二 min (x,0), 则 
| Pocoa) ju (a + pe®) |d0 < MC* — ulzo) 
注意 到 Psplz00) 守 0>0 对 所 有 2 成 立 , 即 
| (Ca 十 oe2) |db 一 十 co 
依 “ 上 在 玉 上 有 界 ,得 出 结论 。 
定理 11. 28 若 2 为 C 内 的 开 集 、u 为 0 的 上 半 连 续 函 数 , 且 其 
在 2 的 任意 连通 分 量 上 不 恒 为 一 co, 则 xz 在 2 上 次 调和 当 且 仅 当 
它 适 合 : 对 任何 cE2, 存 在 R=RoCa) 盖 0, 有 
u(a) 过 去 | ua 十 pe*)d0 
对 0 过 Pp 二 Rola) 成 立 。 
证 明 :假定 2 连通 。 
一 方面 , 取 w 为 次 调和 ,而 K 二 {zEC ||z 一 a| 志 Ro}CQ; 命 


{zi} 是 玉 上 的 递减 趋 近 于 x 的 连续 函数 序列 , 且 对 z€E 下、0<<p 一 
Ro, 


hi(z) 一 | Poe,0ua + peodb 
0 
这 样 hh 在 KK 上 连续 又 在 六 上 调和 ,hi(z) 一 wi(z) 之 u(z) 对 zE 2K 成 
立 ,; 因 此 wz(z) 志 hi(z) (zEK), 
ue) SM) = | PalzOulatpe)d (x€R) 


当 z==a 时 
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P(g) = 工 xc) 去 支 | ua 十 pea)d6g 
ap 9 ox 一 2x 0 
另 一 方面 ,由 定义 11.14、 定 理 11. 25 知 , 当 w 符合 定理 条 件 时 极 大 
值 原理 对 w 成立 。 
设 UCQu(zo)>supU (z) (zoEU), 得 
supu(z)>supu(t) 
zx€EU teEau 
因为 上 半 连 续 , 所 以 存在 aE€U 使 w(a) 一 supu(z)。 显 见 ,从 
zK9U 知 a€EU, 
如 果 定 理 条 件 正确 ,那么 w 在 U 的 包括 a 的 连通 分 量 V 上 为 常 
数 ; 这 是 不 可 能 的 ,因为 
ula)> supu(&). 之 Sn) 
取 E={zEV |u(z) 二 ula)), 于 是 EE 非 空 并 由 于 x 上 半 连 续 使 EE 是 


闭 的 ,当然 la) 之 一 0。 再 取 bEE、R, 一 Ro(b)>>0 使 (zEC | 1z 一 
56| 夺 Ro}CV 与 


ula) = u(b) < 去 | uc 十 oe2)d6 
27Jo 
对 0<o<Ru 成 立 。 当 xz(8 十 pe ) 委 wx(a) 一 se(e 盖 0) 时 
uC 十 peo)<x(a) 一 六 


对 [0,2x] 中 的 一 个 非 空 开 子 集 7 中 的 2 成 立 。 若 zx 代表 直线 上 的 勤 
贝 格 测度 mx, 则 


ua) =u(b)SAamL0, 2 Tula)+ 
去 mCD [ze 一 二 ej<vco) 

产生 了 矛盾。 这样 xz( 十 pe 一 x(a) 对 任何 OE [0,2xj 成 立 。 

【 例 11.1】〗 设 w vs 次 调和 ,对 于 久 、 思 之 0 及 ui 十 hu 也 是 
次 调和 。 

【 例 11.2】 若 wiw 次 调和 , 则 zx 一 max(x,xz) 也 是 次 调和 
的 。 
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证 明 : 因 为 <cEO,x(a) 一 所 Ce) (J 二 1,2,…), 所 以 
ula) 一 ui(a) < 去 | wa 十 pe*)d0 去 去 | ua + pes)d8 


对 充分 小 的 p 成立 。 

【 例 11.3】 若 {u.} 为 8 内 的 次 调和 函数 族 ,函数 

Zul(z)=supua(z) 

在 Q 内 上 半 连 续 , 则 w 是 次 调和 的 。 

【 例 11.4】 设 x 在 2 内 次 调和 ,对 于 任何 cEQ 有 

u(a) = Hmu(z) (z 天 Ga) 

证 明 : 取 /! 一 [imz(z) (z 天 a)。 由 于 x 上 半 连 续 ,因此 /wu(a)。 
当 1< 过 wu(a) 时 wu (a 十 pe”) 过 LU 过 ZL <Zu(a)), 对 充分 小 的 po 关 0 成 立 ， 
导致 蔬 盾 。 

【〖 例 11.5】 若 w 为 连续 函数 且 x 、 一 x 为 次 调和 , 则 w 是 调和 
的 。 

证 明 : 对 所 有 aE€EQ, 有 


“Cz) = | Paz, ua + per)do 


对 |z 一 a | 二 p 成 立 , 而 p 为 充分 小 的 正 数 。 
【 例 11. 6 】 若 * 为 连续 表 数 且 对 每 个 acEO 存在 RuCza) 盖 0, 使 
对 0<o<Ro(Ca) 有 


1 2r 浊 
ula) 一 去 | ula 十 pe )d0 


则 ww 是 调和 的 。 

实际 上 ,zx 、 一 & 均 次 调和 。 

【 例 11.7】 若 对 2 的 每 个 点 均 有 一 个 邻 域 使 疯 数 w 在 其 上 为 
次 调和 的 , 则 ww 在 上 为 次 调和 的 。 

定理 11. 29 ”如 果 w 为 开 集 QCC 上 有 二 次 ( 阶 ) 连 续 导 数 的 实 
值 函数 , 则 >” 为 次 调和 当 且 仅 当 Fw 之 0 在 8 内 处 处 成 立 。 


证 明 ; 一 方面 , 设 9 之 0 在 0 上 处 处 成 立 。 当 有 为 在 UCAQ 上 
的 调和 函数 时 在 U 上 有 
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Vi(u—h)= Vis 之 0 
应 用 定理 11. 24, 极 大 值 原理 对 xz 一 六 成立。 依 定义 11. 14 知 w 为 次 
调和 的 。 
另 一 方面 , 取 v 为 次 调和 ,又 Viu (la) 二 0(a€0), 于 是 有 a 的 一 
个 开 邻 域 U ,使 Viu(z) 二 0 对 所 有 zEU 成 立 。 由 上 述 证 明 , 一 w 在 U 
上 次 调和 ,从 例 11.5 知 w 在 上 调和 ,所 以 Viu(a) 二 0, 出 现 矛 盾 。 
定理 11.30 若 0=({zEC|0<|z|<Ro,Ro>0)、 了 在 2 上 全 
纯 且 不 恒 为 零 , 对 0<r<R。 置 
MGr) = sup | f(z) | 
则 logM(r) 为 logr 的 凸 函数 , 即 logM (et) 为 上 的 凸 函数 。 
证 阴 : 取 w(z) 一 sup log| f(ze”)|, 有 w 在 0 上 连续 且 u(z) 二 
logM(1z|)。 依 定理 11. 28,w 在 如 上 次 调和 。 
对 ro、ri1《0 过 ro 过 Ro), 设 
logM(r)<i (ogr) 
式 中 (2) 二 at 十 868。 为 此 证 明 上 式 对 7o 过 7 过 7 成 立 。 现 在 u(z) 志 
h(z) 对 9U 成 立 , U0 一 {zE Qlro<<|z|<<ri) ,这 里 h(z) 一 alog|7| 十 
8 在 2 内 调和 ;因为 w 次 调和 ,这 个 不 等 式 在 U 内 成 立 , 所 以 定理 成 立 。 
当然 该 结果 可 表达 成 
LZM (ro) M1) (ro<<zr<<ri) 


_ logri—logr 
其 中 7 一 logr 一 logro 


定理 11. 31 设 D=={zEC||z| 过 Ro,Ro 这 0)、{u4) 为 D 内 的 次 
调和 函数 序列 。 若 满足 条 件 : 

(1) 存在 M>0 使 入 M 对 所 有 xz(CED) 及 上 成 立 ; 

(2) 对 所 有 z 适合 |z| 王 <R。 有 limwu(z) Sp 
则 对 rr 过 p 以 及 plr)—=supus lz) ;有 

Himmsw 

特别 是 当 (2) 对 任何 zED 成 立时 上 述 论断 对 r 二 Ro 成 立 。 

证 明 : 设 e>0, 有 EC[L0,2r], 勒 贝 格 测度 mm (天 )<e 及 如 ,使 当 
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0 CEk>kho 时 wi(pe”)<p 二 e。 事实 上 , 令 EE 二 【j {0€ ro， 


4 


2r]lz(oe2) y+e} ;从 limus(z)& pu 对 |z|=2 成 立 , 存 在 


门 瑟 = 二 名。 现 有 EEiri, 于 是 如 使 m(E4)<e。 命 E 二 Ei,。 显 
k=1 


然 对 这 样 得 到 的 五 .ko 符合 上 述 要 求 。 
对 |z| 委 ~<o, 有 


wz) 去 | Potz, Ou (per) do 
站 


如 果 C = 二 supPop(z,0), 而 0€EL0,2x]、|z| 志 7r、E' 二 [0,2x]\E, 那 
人 么 对 & 之 &A。 


Wlz) < C* [uscpe"ydo 十 | Pocesewakeeoag 
名 


< MC*m(E) 十 [Ps + oad<MC'et te 
; 


上 式 使 用 了 
[picz,0)d0 < | Plz,0)d0 =1 
» 0 


故 m(r) 委 MC "ee 十 Ap 十 E。 

取 开 集 QCC" ,又 aa vasEC; 今 以 Qj 表示 C 内 的 开 集 {z 
EC|(a ,a i a dr) EEN), 对 QO 上 任意 函数 了, 用 f;, 表 
示 2 上 定义 的 函数 

fiaz)= f(a ,aj 1 Aj dn) 

定理 11.32 若 f 为 在 Q 上 定义 的 函数 , 且 对 任意 41、as、…、 
wEC 和 任意 JE [1,nj, 函 数 j, 在 人 0; 上 全 纯 , 则 f 在 0 上 全 纯 。 

当然 可 取 ={zEC" | | xz <Ro,Ro>0}; 定 理 11. 32 也 称 为 
对 每 个 变量 分 别 解 析 的 Hartogs 定理 。 

定理 11.33 设 Q 为 上 面 所 定义 的 多 圆柱 、f 满足 定理 11. 32 
的 条 件 。 车 了 在 Q 上 有 界 , 则 了 在 2 上 全 纯 。 

证 明 : 考 虑 了 在 |5;| = 二 p 过 Ro 的 拓扑 积 上 可 测 性 , 当 z 一 1 时 了 上 连 
续 . 可 测 ;假定 对 = 一 1 维 已 证 明太 可 测 。 取 0 .0、… .0 是 在 圆周 上 的 
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分 点 ,而 0 二 0， 且 0,0;-_ 1 的 弧 长 小 于 e, 当 名 在 弧 0,9;41 之 内 时 也 数 
(一 0 Ca," ,Cb,) 

这 里 的 弧 9,9;41 右 端 是 开 的 、 左 端 是 闭 的 。 对 固定 的 5、…、6, 了 为 & 
的 连续 函数 ,所 以 f. 在 每 个 点 均 收 钙 于 f(5)。 依 归纳 法 假定 f 可 
测 知 了 也 可 测 。 

设 |f(z) | 三 M、0 二 p 过 Ro, 将 柯 西 公式 用 于 n= 二 1 的 情况 , 当 
|z;| 过 RoCG=1,2,… ,7 一 1)、|z,| 二 pe 时 
1 FZ gop 


f zs Ze ,Z) 一 六 各 — 


对 于 固定 的 zx zz、 ……、 zzizi…z 0) 在 圆 盘 内 全 纯 。 重 
复 此 过 程 ,对 | 之 7 | <p(=1,2, ,7) 得 
1 一 1 EE 
f(z1,Z2 "Za) 一 any | II 6; — 2) fb ba ba de 


式 中 | 4d = | a | db | hdbi, ll<r<p. 


lsl=e ll=P [1l=P | 和 = 


| 纯 1 王 2 时 
lls- = rere (a ES N") 


此 级 数 对 15;| 一 po、1zj| 志 7r<<p 为 一 致 收 伐 。 由 于 上 有 界 、 可 测 , 因 
此 在 这 个 级 数 上 乘 以 了 并 逐 项 积分 。 对 于 |zj| 委 ”<<po， 


f(z)= Dcz (a€N") 


c= aay | /© I eas 
注意 |c.| 达 2 后, 推 知 在 |z| <r 上 该 级 数 一 致 收 伊 于 /。 
定理 11.34 若 开 集 WCR"、{W,},-12..… 为 W 的 开 稠 子 集 的 
序列 , 则 4 一 们 W， 在 W 中 稠 。 
证 明 : 设 UoCW 为 非 空 开 子 集 ,VoCU 且 V 仍 为 非 空 开 集 ， 


则 U1 二 Vo 门 W, 也 是 非 空 集 。 因为 W, 是 稠 开 集 , 取 V, 符合 CU 
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集 并 CU，, 所 以 到 CV，， ,也 就 是 由 Vs 二 们 ,。 


因为 每 个 V, 为 非 空 紧 致 集 .六 ,CV 1, 所 以 (Nv,z9. 显 见 
门 7 CC 门 W,) mn U。。U 为 任意 开 集 , 即 4 在 W 中 稠 。 


定理 11. 34 对 W 为 任意 完备 度量 空间 都 成 立 。 
定理 11.35 设 0={zEC" ||z;| 二 Ro}.p 过 Ro 且 定 义 在 2 上 
的 函数 /满足 定理 11. 32 的 条 件 ; 对 固定 的 a,(|a; | 二 Ro) ,函数 
zis29 a1) fT 2s Tn 1 3dn) 
在 |z;| 二 Ro(j==1,2,…,n 一 1) 上 全 纯 , 令 


M(z’)= sup | f(z1,22 °° ,Za 1 Gn) | 
la, lp 


式 中 xz 一 (zlyz2 和 2n 1)。 则 存在 开 稠 集 L CC 人 一 (2 和 EC | 
[zj | 过 Ro;j 二 1,2,…,n 一 1} 使 MC(z') 在 U' 的 任意 紧 致 子 集 上 有 界 。 
利用 定理 11. 33、 定 理 11. 34、 定 理 11. 35 可 以 证 明定 理 11. 32。 


11.3.2 次 调和 函数 例外 集 


定理 11.36 设 Q 为 C 内 的 连通 开 集 、s 为 在 2 上 的 次 调和 函 
数 。 若 闭 集 4 二 {xzE0|s(zx) 二 一 0},w 为 0 上 的 连续 函数 且 在 从 
4 上 次 调和 , 则 x 在 2 上 次 调和 。 

证 明 : 由 于 * 在 的 紧 致 子 集 上 有 界 , 因 此 可 以 :一 c 替代 s(c 为 常 
数 ) 。 不 妨 取 : 委 0 在 Q 上 成 立 ,e>0, 于 是 xz 十 ss 在 2 上 次 调和 。 实 际 
上 ,4 的 点 满足 定理 11. 28 的 条 件 , 但 在 4 外 “十 ss 在 2\4 上 次 调和 ， 
定理 11. 28 的 条 件 也 可 满足 。 当 acEm,{z ||z 一 a| 志 RCQ 且 

h(z) = | Pia Cz,0)ua 十 Re*)d09 
时 , 依 定理 11. 25 知 w 十 es 所 hh 对 |z 一 a | 二 Ro 成立。 这样 在 |z 一 a| 
委 Ro 内 有 zw 十 es 二 h; 对 ee 一 0 和 |z 一 a | 志 Ro(z 长 A4)， 
ul(z)<h(z) 
依 定理 11. 27,Q\A 在 2 上 稠 。 从 uh 均 连 续 , 推 出 对 |z 一 a | 志 R。， 
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ulz)Eh(z) 


于 是 是 次 调和 的 。 
定理 11.37 设 Q、 .4 符合 定理 11. 36 假定 ,如 果 w 为 ON\4 的 


有 界 连 续 次 调和 函数 ,那么 在 2 上 存在 次 调和 函数 Y 使 V ma 
证 明 : 在 4 上 定义 
V (a) =limu(z) (a€ A.z KA) 

在 zEQ\A 上 命 V 2) uz), 取 Ro 汪 0, 生 

{> | |z—a|=R, CO 
利用 定理 11. 27 知 集合 {0€ [0,2xj|s(a 十 Roe”) 二 一 00} 的 测度 为 
零 。 记 
hea) = [PossOula + Reed0 一 | PossOV (a + Rue®)db 


类 似 于 定理 11. 36 的 证 明 ,h 在 |z 一 a| 二 R。 内 调和 而 V 一 h 十 es 
在 |z 一 a | 二 Ro 内 次 调和 。 当 |8 一 a| 二 Ro 时 
lim(V —h+es)<0 
推出 V 一 hies<0 在 |z a| 二 R， 内 成 立 。 故 取 e 一 0, 对 |z 一 a | 二 
Rolz 多 A4), 有 
ulz)Eh(z) 

根据 V 的 定义 ,VG(z) 志 hh(z)、|z 一 a | 二 Ro 表明 V 是 次 调和 的 。 

显然 , 若 s、4 的 定义 如 同 定理 11. 37, 则 在 Q\A 上 任意 有 界 调 
和 函数 存在 唯一 的 在 如 上 的 调和 扩充 。 


11.4 Hartogs 定理 


这 里 讨论 全 纯 函 数 奇 点 的 Hartogs 定理 。 
定义 11. 15 设 开 集 2CC" .4CQ。 称 4 为 解析 集 , 如 果 对 ae 
2 存在 a 的 一 个 邻 域 U 及 有 限 多 个 U 上 的 全 纯 函 数 放 、f;、…、f， 
使 A 站 U= {fi1(z)=f.(z)=…=f,(z)=0}, 
定理 11.38 车 连通 .4 为 0 内 的 解析 子 集 , 则 
(1) 4 在 Q 内 是 闭 的 ; 
272 


(2) 当 A 关 0 时 ,0\A4 在 0 内 是 稠 的 ; 

(3) Q\4 连通 。 

证 明 ;(1) 由 定义 知 对 任何 a€E Q 有 一 个 邻 域 避 ,使 CnA 在 忆 7 
内 是 闭 的 , 即 4 是 闭 的 。 

(2) 令 当 定理 11. 38(2) 不 成 立时 B=A 二 信 。 为 此 证 明 B 是 
2 内 的 闭 集 。 从 B 是 开 的 .0 是 连通 的 导出 4 二 0, 矛盾 。 

设 a€EB,U 在 Q 内 是 a 的 一 个 连通 开 邻 域 , 取 广 、f;、…"、f; 在 
U 内 全 纯 , 且 

ANU= {xEU| f(r)= f(z) = = f(z)=0} 

于 是 fj; 在 BmMU 上 恒 为 零 。 利 用 解析 开拓 原理 ,在 U 上 f; 寺 0。 推 
出 UCA.UCA =B; 特 别 是 对 a€ B,B=B。 

(3) 证 明 ( x) 

(x ) 对 任意 aEQ0, 存 在 一 个 连通 邻 域 U 使 U\A 连通 。 

事实 上 ,如 果 ( x ) 成 立 , 而 02\A= 二 U1UU,(U; 为 非 空 开 集 ) .Cn 
站 Us 沽 名; 依 (2) ,0 一 04D1UD;, 那 么 从 0 连通 性 知 U， 门 UU。 
二 入。 设 U 为 a 的 一 个 邻 域 且 UNA 连通 ,于 是 

U\A=[UN (GUNA)IULUN (UNA 

不 可 能 连通 ,除非 在 UNUiUVNU; 之 中 有 一 个 包括 在 4 中 ,由 
(2) ,这 是 不 可 能 的 。 

关于 (x ), 设 U 为 a 的 一 个 凸 邻 域 ,又 存在 U 内 全 纯 函 数 广 、 
f、…、f ,使 

UNA= {rEU|f (zx)= f(x)=*% = f(r)=0} 
取 zo.zEUN4,yY=(AEClzo 十 (01 一 D)zEU) ,表明 站 是 C 内 的 
凸 集 , 在 了 V_ 上 至 少 有 一 个 
Si(Z) 一 万 (Azo 十 (1 一 人 zi) 天 0 


即 
4 一 (AGECIAzo 十 (1 一 人 2EU 站 4) 
在 Y 内 离散 , 推 知 当 V\A' 连 通 并 0、1EV\A' 时 1:>7() 是 V\A' 内 
连接 从 0 到 1 的 弧 ， 
t—>7(t) rot [Ll—7Y() Jx 
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为 U\A 内 连接 从 zi 到 zo 的 弧 。 
定理 11.39 若 开 集 QCC”、A4 为 解析 集 使 O\4 在 2 内 稠 ; 取 
函数 了 在 OA\4 上 全 纯 , 对 任何 a€ 4, 存 在 0 内 a 的 一 个 邻 域 U, 使 


了 lu\a 有 和 界 , 则 在 Q 上 有 了 唯一 的 全 纯 函 数 下 适合 玉 na 


证 明 : 唯 一 性 是 显然 的 。 
对 2? 一 1, 只 需 证 明了 在 {z|0 过 |z| 扫 2} 内 全 纯 有 界 。 这 时 /了 
在 |z|<p 内 连续 。 令 


1 (z) 
“= 去 | ri dy (0 <r<p) 


ix- 
对 于 z<0, 因 为 上 /有 界 , 所 以 当 ”*~>0 时 上 述 积分 趋 近 于 零 。 注意 到 
a 与 7 无 关 , 当 v 二 0 时 a, 二 0 时 即 证 。 


对 于 一 般 情况 , 设 a€ A、V 为 a 的 一 个 连通 邻 域 ,f a 全 纯 有 


界 , 在 V 上 存在 全 纯 函 数 让、f,、…、f,, 得 
ANMNV={rEV| f(r)=fi(z)="%…=f,(r)=0} 
不 妨 设 h 二 所 半 0, 在 C" 内 对 一 个 坐标 进行 线性 变换 , 取 a=0 并 在 
2 一 0 的 一 个 邻 域内 A(0,，…0,z) 天 0, 则 有 8>0, 当 0<<|z | 二 
时 疡 (0,…，0,z) 天 0, 现 以 z 表 示 (zzzz Di 设 se 之 0, 对 |z| 
委 e、|z,| 一 0, 存在 P(z' ,>) 天 0。 考 虑 
二 | 人 2 dt 
对 |z | 二 e、|z| 二 6, 有 点 (z',t)EV\A, 所 以 g 在 |z' | 二 e、 |z, | 二 6 
内 全 纯 。 进 一 步 ,对 固定 zx、|z' | <<e, 函 数 1->f(z',t) 有 一 个 在 |z| 
<9 上 的 全 纯 扩 充 , 这 是 由 于 定理 在 n 二 1 的 情况 ,因此 对 xzEV\ 
A, |z' | 过 e、|z, | 过 6 应 用 柯 西 公式 得 ， 
g(z)= f(z) 

表明 f 可 连续 扩充 到 4 的 任意 一 点 的 某 个 邻 域内 ,从 扩充 的 唯一 
性 知 定理 正确 。 

定理 11.40 设 尽 .2 为 C" 内 的 两 个 开 集 , 且 UCQ,f 在 U 内 
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g(z) 一 


全 纯 。 若 对 aE (3U0) 门 0, 有 


limf(z)=0 (zEU) 
记 
f(z) ( 当 zEU 时 ) 
F(z)= 
0 ( 当 zEQN\U 时 ) 


则 F(z) 在 Q 内 全 纯 。 

定理 11.41 设 f 为 开 集 QCC” 上 的 连续 函数 ， 

U={zEQ|f(z)A0} 

若 f 在 U 上 全 纯 , 则 ff 在 Q 上 全 纯 。 

证 明 : 只 讨论 z* 一 1 即 可 。 因 为 假定 ”一 1 时 定理 成 立 , 考 虑 41、 
az sanEC, 所 以 函数 

ja Aj 192190j99GQn) 

在 C 的 开 集 内 满足 定理 11. 41 的 条 件 , 它 是 全 纯 的 。 由 定理 11. 33 
知 f 在 Q 上 全 纯 。 

由 于 此 定理 是 局 部 的 ,因此 可 设 人 0 在 C! 内 连通 。 取 f 关 0、 
s(z) 二 log |f(z)| ,于 是 s 在 人 内 次 调和 。 依 定理 11. 38 的 (x ), 在 
A={zEQN|F(z)=0}= {(z€E 0 |s(z)=— 00)} 

内 的 点 显然 满足 。 在 Q\4 上 ;调和 且 (*x ) 也 是 满足 的 。 进 一 步 ， 
ja 是 全 纯 的 ,也 是 调和 的 ,从 定理 11.36 知 上 在 2 上 是 闭 的 ,万 


其 是 在 Q 上 连续 是 可 证 的 。 依 在 ON4 上 号 一 0, 而 ON4 在 0 中 


是 稠 的 ,表明 在 O 上 2 一 0, 即 /在 2 上 全 纯 ， 


实际 上 ,定理 11. 40 与 定理 11. 41 是 等 价 的 。 

定义 11.16 (1) 定义 在 子 集 SCC" 上 的 函数 称 为 在 3 上 全 
纯 , 如 果 它 是 一 个 在 开 集 U 汪 S$ 上 的 全 纯 函 数 在 S 上 的 限制 。 

(2) 设 Q2 为 开 集 ,ACQ。 当 f 在 Q\A 上 全 纯 时 称 f 在 点 a€ 4 
处 是 奇异 的 ,如 果 没 有 在 a 的 某 个 邻 域 U 上 的 全 纯 函 数 ,其 在 U\A 上 


的 限制 为 了 ja 


Hartogs 连续 性 定理 ” 设 连 通 开 集 QCC"、Q=(wEClr 去 
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|w| 二 Ro,0 志 7 二 Ro}),f 在 XQ 上 全 纯 。 如果 点 a€EQ 使 f 可 以 全 
纯 拓 展 到 {a} XD 的 一 个 邻 域 ,而 D=={wEC||w| 二 Ro) ,那么 了 
可 以 全 纯 拓 展 到 QXxD， 

证 明 ; 设 f(z,w) 二 3. a,(z)wr 为 六 的 罗 朗 展开 , 它 在 0XQ 


VU=—o0 


的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 。a.(z) 均 为 2 上 的 全 纯 函 数 。 若 对 r<p<< 
R,, 存 在 e 之 0 使 f(z,ww) 可 以 在 {(z,w)| |z 一 a | 二 e, |w| 二 p} 上 扩 
充 为 全 纯 函 数 户 (z,w), 则 对 v 二 0、a, 二 0, 在 |z 一 a | 二 e 内 成 立 。 依 
解析 开拓 原理 , 当 z<0 时 4, 寺 0 时 在 2 上 成 立 , 即 


f(z,w) 一 >) av(z)eon (z,w) EQNxXQ 


上 式 右 边 的 级 数 在 QXD 的 紧 致 子 集 上 是 一 致 收敛 的 。 

依据 Hartogs 连续 性 定理 可 以 断言 : 设 f 在 C"XC 内 的 集合 z 
二 0.0 二 |w| 二 R。 上 全 纯 , 而 (0,0) 为 f 的 奇异 点 。 若 6>0 为 充分 
小 的 数 , 则 有 e>0 使 对 任意 zo、|zo| 二 e,f 不 能 在 {zo} XD 的 任意 
邻 域 内 全 纯 扩充 ,D= {wEC| |w | 二 6)。 

定理 11.42 设 Q2 为 C" 内 的 连通 开 集 、 映 射 p:Q->C, 对 所 有 
EQ 都 有 |9C(z)| 过 RosU=0QXD.D={wEC|I|w|<R}HE 
二 人 {(z,w) EU|g(z) 一 w}。 如果 在 U\T 上 全 纯 , 在 T 厂 的 每 个 点 
均 奇 异 ,那么 9p 是 z 的 全 纯 函 数 。 

定理 11.43 若 人 .pgp、f、Ro、D 如 定理 11. 42 所 述 , 则 gg 连续。 

证 明 : 取 zo€E glzo) 二 wo; 对 e 汪 0, 依 Hartogs 连续 性 定理 , 存 
在 6>>0 使 对 |z 一 zo | 二 6, 了 不 能 全 纯 扩 充 到 {z}X {|w 一 wo | 二 e)。 
对 于 |z 一 zo| 二 6,f 在 {z}XD\{gp(z)} 上 全 纯 , 推 出 | gCz) 一 wo | 一 
e, 也 就 是 2 连续 。 

设 开 集 QCC,{f,}(v 二 0,1,…) 为 在 2 上 的 全 纯 函 数列 。 现 考 
虑 级 数 


Sf)w 
v=0 


并 假定 该 级 数 在 Qx {0} 的 一 个 邻 域内 的 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 。 
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Hartogs 半径 定义 上 面 级 数 的 Hartogs 半径 为 映射 R。 :0 一 


Rt+ ,其 Ruo(Czo) 一 sup{ [| 2 fw 在 (zo,xw) 的 邻 域内 一 致 收 
敛 ) ;级 数 在 QX1{0} 的 一 个 邻 域内 一 致 收敛 ,显然 有 Ro(zo) 汪 0 对 
任何 z。E 成 立 。 

定理 11. 44 若 Ro(z) 天 十 ce, 则 一 logRo(z) 在 吕 内 次 调和 。 

事实 上 , 先 表明 一 logRo(Cz) 上 半 连 续 。 取 r<<Ru(zo), 有 86>0 使 
这 个 级 数 在 集 |z 一 zo | 二 6、|w|==7 的 一 个 邻 域 上 一 致 收 伍 ,于 是 
在 | = 一 zo| 5、 |w | <r 上 一 致 收敛 。 当 |z—zo | <6 时 Ro(z)>r， 
即 limA。 (z) 之 民 o(Czo) 。 


设 天 一 {zEC||z 一 z| 委 po)CO 人 在 玉 上 连续 、 在 忆 上 调和 ， 
当 |z 一 zo| 一 2 时 
一 logRuo(z) 委 由 (z) 


为 说 明 上 式 对 |z 一 z。| <p 的 z 也 成 立 。 从 级 数 六 六 (eur 对 
|z 一 zo| 二 p、|w| 达 Ro(z) 收 伍 ， i 


lim | f(z)1* 


ec) 


交感 


另 一 方面 Ro(z) 在 玉 上 有 下 界 , 于 是 SY)wr 在 Kx {|w|<y, 
7>0} 的 集 上 一 致 收 伍 。 对 
|f.Cz) 17’<M (zEK;v=0,1,2,") 
式 中 2 为 正常 数 。 依 定理 11. 31， 
[imao(r)<0 
其 中 


rr 


Qa,(7) 一 su Tlog | f(z) | —h(z) (0<~<r<=p) 


| fC2) [$<exp[h (Cz) +e] 
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对 |z 一 z| 委 rz>>u(e) 一 致 成 立 。 当 |z 一 zo|<p 且 | 双 | 去 


exp[ 一 h(z) 一 e] 时 级 数 》 六 (zur 在 (z,mw) 的 邻 域内 一 致 收 伍 ， 


即 Ro(z) 之 e“”。 对 于 |z 一 zo| < 过 Pp, 一 logRo (zx) 所 hh(z)。 
今 考虑 n 二 1 时 的 定理 11. 43。 不 妨 取 0E QCC 及 gp(0) 二 0, 并 


进一步 表明 g 在 z=0 的 邻 域内 全 纯 。 设 0<7< 地 Ro, 当 |z|<6 
时 |gCz)| 过 7。 命 wo EC.7 二 |wo| 二 Ro 一 7, 当 |z| 二 6 时 ff 在 
(z ,two) 的 一 个 令 域 内 全 纯 ; 记 级 数 


fzs1w) = Dfilz) Cw — wo)’ 
ko0 


对 于 |w 一 wo | 过 |9(z) 一 wo| ,级 数 f(z,w) 在 (z,w) 的 一 个 邻 域内 
一 致 收敛 ,因为 对 这 样 的 (z,w),f 在 某 一 个 邻 域内 全 纯 , 所 以 对 
该 级 数 的 Hartogs 半径 Ro(z) 适 合 
Ro(Cz) 之 12p(z) 一 too| 
如 果 某 个 zo、|zo|<G 使 Ro(zo) 盖 |p(zo) 一 ro| ,那么 由 Ro(z) 
的 下 半 连 续 性 知 ,Ro(Cz) 盖 p 对 所 有 ze 邻近 的 > 成 立 ; 注 意 po 符合 
gp(zo) 一 mo|<o<Ro(zo), 表 明 对 >zo 邻 域 的 z 与 |w 一 wo | 二 p, 级 
数 .zz) 一 致 收 敏 .从 19(zo) 一 mo 去 2, 了 在 (zo,2Czo)) 的 一 个 邻 
域内 将 存在 一 个 解析 扩充 。 但 依 原来 假设 ,f 在 厂 上 奇异 ,这 是 不 
可 能 的 。 
定理 11.45 当 |z|<6 时 级 数 f(z,w) 的 Hartogs 半径 为 
Ro(z)= | 9(z)—rwo | 
定理 11.46 ”如果 5、7.p 定 义 如 上 ,那么 
z—>log | 9(z)— vwo | 
在 |z| 二 6 内 调和 ;对 任意 wo 其 满足 7 过 |wo | 二 Ro 一 7。 
证 明 ; 设 u(z,rwo) 二 一 log | 9(z) 一 wo| ,利用 定理 11. 43、 定 理 
11.44,x(zyzoo) 为 在 |z| <8 内 的 对 z 次 调和 的 函数 。 对 p 二 6 一 


|z| » 
1 f* 
ul(z,two) 一 去 | ulz 十 pe” ,wo)d0 
27J0 
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对 固定 的 rE€ (7, R—7) , 取 zw 一 re ,推出 对 PE [0,2r],xz(Czyzoo) 式 
成 立 。 今 将 z 对 9 从 0 到 2r 积分 ,对 15|1<6, 依 1pC 扑 |<<7, 当 |a| 志 
时 


| log|a 一 rez?|dp = 2rlogr 
0 
故 
2r 2r | 1 
| ult,re?)dg 一 一 | log|8(5) 一 re?|dp 一 2rlog 雯 
0 0 
从 而 
2 _ 1 1 『2r 2r 。 
| ul(z,re*)dyp = 2rlog 一 一 去 | dg| ulz 十 pe ,re*)d0 
0 r 27J 0 0 
注意 到 zx 的 连续 性 ,上 式 得 
2x 
u(z ,wo) 一 支 | ulz 十 Ce ,roo)d0 


式 中 7 过 |wo | 过 Ro 一 7.p 达 6 一 |z|; 依 定理 11. 28 就 得 本 定理 。 
定理 11.47 若 log | 9(z) 一 w | 对 任何 ww 及 7 二 |w| 二 R 一 7 均 
为 z 的 调和 函数 , 则 (或 区 是 z 的 全 纯 函 数 。 
证 明 : 因 为 log | p(z) 一 | 调和 ,所 以 其 为 实 解析 ,是 C“ 的 。 当 
w=re* .rE (7,R—7).AEL0,2x] 时 
|g(z)—w|’=exp[2 log |g(z)—w|] 
也 是 C= 的 ,表明 


加 gtwp=3[ | ge) 十 wo 上 | 一 | gz) —w|] 


是 C" 的 。 取 w=r 与 w=ir, 推 出 pp.gp 一 8 是 C” 的 ,也 就 是 p.5 为 
C™ 的 。 现 


了 2 _ 
O = 赤 污 log{([LYz) — wlLgz) — w)) 


1 gp 1 9999 | 
PO— Ww dra (pC— w)’ 9z 9z 
1 Gp 1 a9 99 


9 一 到 9z3z (P 一 天)2 9z 9z 
对 所 有 在 一 个 非 空 开 集 的 w 成立。 上 式 乘 以 (gq 一 w)? (98 一世 )? ,再 
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以 ww 的 等 次 列 出 方程 ， 


Pp 9999__ 
Dzaz zaz 


第 一 个 等 式 表明 yp 调和 , 即 实 解析 ;第 二 个 等 式 表明 或 辽 或 和 2 在 一 


个 非 空 开 集 上 恒 为 零 。 根据 解析 开拓 原理 ,或 52 或 于 一 32 恒 为 零 。 

定理 11.48 若 2 为 C" 内 的 连通 集 .D={wEC||w| 二 Ro})、 
KK 为 DD 中 的 紧 致 子 集 ACQXK; 又 取 p 这 0 使 对 zEQ， 

A={wED| zw) EA} 

为 一 个 至 多 有 zp 个 元 素 的 有 限 集 ;又 取 在 QQX (CD\A) 上 的 全 纯 消 
数 f, 其 在 4 的 每 个 点 都 是 奇异 的 , 则 在 2 上 有 全 纯 冰 数 p1、p、… 
%(g 志 pp) 使 

A={(z,w) EQNXDIw opi (zw 十 … 十 Po(z) 一 0)} 
尤其 是 4 为 解析 集 。 

证 明 : 设 当 z 遍历 时 9 为 4. 的 元 素 个 数 的 极 大 值 ;又 取 UCR， 
对 zEU,A, 恰好 有 9g 个 元 素 。 可 以 断言 U 是 开 的 。 设 aEU、A, 一 


(ww sg) se Bmax |w,—wil ,为 此 证 明 当 xz 在 a 的 邻近 时 
4. 门 {zEC| |w 一 wi | 二 e;/ 二 1,2,…,g} 关 人 6, 依 假定 A; 为 了 的 形 
如 (z,w) 的 奇异 点 集 , 依 Hartogs 连续 性 定理 可 推出 4. 门 {wE€ 
C| |w 一 wi | 二 e;/ 二 1,2,…,g}) 非 空 。 

对 zEDU, 设 A 二 {wi(z) ,tws(2) ,twa (2)}; 
a 

g(z) 一 ll Cw) 一 w,(z) J 

表明 g(z) 在 U 上 全 纯 。 为 此 取 a€EU、 z 为 在 a 邻近 , 设 一 
Bmax |w(a) —w,(a) |, 对 7 及 a 邻近 z, 取 wi(z) 为 A, 的 符合 


[wi(z)—wi(a) |<e 的 元 素 ， 对 邻近 < 的 zx, 应 用 定理 11. 42 于 
wi(z) ;因此 wi(z) 对 a 邻近 的 z 是 全 纯 的 , 故 g 在 U 上 全 纯 。 
设 a,EU,as>a€ (90) 人间 0。 由 wi(a,)EK 知 存 在 一 个 子 序 列 
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{oj} 使 wlas) 一 wEK(U=1,2,.…,9)。 因为 4 是 闭 的 ,所 以 
(asw,)E A。 从 a FU, 有 Ww 一 wj 对 某 些 / 关 ; 成 立 。 由 于 每 个 wi(z) 
在 U 上 有 界 , 因 此 g(ave) 习 0。 当 k 一 oo0, 此 点 对 任意 序列 4,>a 均 成 
立时 g(as)>0; 当 vw 一 oo 时 利用 定理 11. 40, 在 Q 上 定义 的 
hz) = |e “ET 
0 zEAQ\U 

函数 在 Q 上 全 纯 。 进而 2NU= 二 {zEQ1h(Cz) 一 0} 为 0 内 的 解析 集 。 
对 zEU ,定义 


9 
P'Czsw) = [fw om w= wt Pi)w 二 Volz) 


t=1 
式 中 
Plz) = (— 1 Dw C2) wz) "tw, (2) 
L 


为 {wi(z)} 的 & 次 初等 对 称 函 数 ,L 表示 1 志 11 人 1: 亿 … 人 hq; 由 于 
wi(z)EKK 使 gi 在 U 上 有 界 。 进 一 步 ,9 在 过 上 全 纯 。 依 定理 
11. 39, 存 在 人 上 的 全 纯 函 数 @, 其 在 U 上 的 限制 为 Ps。 

设 Pzyww) 二 ww 十 p91(z)w 1 十 … 十 ps《z)。 如 果 (z,w)E€0X 
C.Plzyw) 一 0, 那 么 wEKK。 显 见 当 zEU 时 A. 一 {wEC|P(z,w) 
二 0}。 从 0 在 中 稠 知 

AC{(z,w)ENXCIP(z,w)=0} 
反之 ,如 果 (z,w)EQXC.P(z,w) 二 0, 那 么 wEKCD。 当 z,>xz、 
ZEU 时 w,EC.PGz,w)=0; 且 wo>w。 依 (z,,w,)E A, CA 和 A 
是 闭 的 ,(z,w)E4, 即 

A={(z,w) ENQNXCIP(z,w)=0) 

定理 11.49 设 W 为 C”*!' 中 的 开 集 、4CW ,使 

(1) 对 任何 a€ (aiyaz，… ,ast1) EW,， 有 一 个 邻 域 AXD、fC 
C".D=={|w 一 asri1cp}CC, 且 对 pp 之 0, 使 对 任何 zEQ, 集 合 (wE 
D1(z,w)E 4} 至 多 包括 zp 个 点 ; 

(2) 车 有 在 W\A 上 的 全 纯 蚂 数 f, 其 在 4 的 每 个 点 均 为 奇异 
的 , 则 4 为 W 的 一 个 解析 子 集 。 
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